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; PAR L'INTÉGRATION D'UN SYSTÈME AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES DU 4° ORDRE 
ATTACHÉ A UNE SURFACE ALGEBRIQUE 


(Suite ) 


“Par M. RENÉ GARNIER 


SIXIÈME PARTIE ©) 


LES SURFACES REGULIERES 


66. Réduction a un problème (A,). — Il nous reste à examiner 
maintenant le cas où la surface F est régulière (ce qui entraine 
soit pp=1= pz, soit pg=0 —p,). Or, dans le cas actuel, en vertu 
d’une importante proposition de M. Severi (*), démôntrée d’une 
manière indépendante par M. Emile Picard (*) les intégrales de diffé- 
rentielles totales de troisième espèce attachées à la surface se réduisent 
toutes à des combinaisons algébrico-logarithmiques; et, d’autre part, 


(1) Co Mémoire est la suite du travail qui termine le Tome XLI. 
(2) Math. Ann., t. 62, 1905, p. 194. 
(8) Ann. Ee. Norm. sup., 3° série, t. 33, 1916. 

Ann. Ec. Norm:, (3), XLIL. — JANVIER 1925. 


Pav eae RENÉ GARNIER. ER 
ces “4 aes 
il n’existe aucune différentielle ie de première espèce zy 
wer 
rat on étudiera le système (8) dans le yap d un 


_lière L'(soit BO Les sel Jr dy, Jo, dy à qu ‘on 


_ dans l’un des systèmes I’, Vi (nD et” 11) 
identiques à des sommes ia ees de fonction 
_ plus( ), les résidus de la ligne singulière T'seroni lest 
ainsi, ain les Pose de (8), on pourra écrire : es 


<- 


ee AA fn a ; ape Rdr+S dy pe 
= (Ne, ga aioe = yam 


wees! 


A et tB étant he fonoteurs mn m, 2, Dg | 
Mais alors, procédant comme aux a” “45 et 53, 
À une transformation rationnelle : ee tae eo 


43 
Wit. 
- > 


= : 68) é P= 2% ¥ D : ae 


4 . 


à oe et Br soient rationneles en X : 
J > + 5 ye ASS 
ie unifoi mes. 


ait I, Y, D = = 0 la Se ae f ar ( Ge 168 le sy 


… 


OR 


ire V2) Red IRON 41 gee 
dv = ex Y, DAX EDG Ye en Vases 
| r RER 


Pa + 4 air 
Hot es 
Le 


PP Rene ie vot par (168), devra. avoir son int gr 
forme : ete on est ramené, “encore une fois, : au | pr 
une surface 5. Me He CARO = 
Ainsi done ut 28), $ est dite a, une su 

pes Picard; soit: b, un cylindre elliptique; ; soit: c,un 
vi “une e involution La Re Pure ue surfaces 


> 


S 7 CF: note du n° id. ah: XL (1924), aati oe A 
‘ - 4 m Fa as C 


(2) Par exemple, on posera & = X, J=Y,3= aA" + ee +. “ 3 Bey x 


4 
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67. Lemme sur L'INVOLUTION REGULIE RE (168), — L’involution (168) est 


engendrée par un groupe fini de trans formations birationnelles de $ en 
elle-même. 


En effet, faisons décrire à un point M de ¢ un chemin L d’ Re 
d'extrémité M;, M, et M; étant deux quelconques des n points qui, 
sur #, correspondent à un point m, de F. Sur F, le point m corres- _ 
pondant à M décrira une courbe fermée ; par suite, les valeurs 
primitives de w et v seront NOTES à la fin par Au + B et Co+D 

- (A,B,C, D restant constants lorsqu'on modifiera M et L par continuité). 
Si done, pour lune des coordonnées (soit X;) de M; on a X;= f;(u, ), 
onen déduira pour la coordonnée correspondante a M; 


NS CAGE RS Cr ED); 


pari 
—— ): Mais yi et f; sont des 


fonctions uniformes de u et ¢; les eo de-M; sont done 
rapportées à celles de M; d’une manière biunivogue ; et able les 
relations entre ces coordonnées sont algébriques, il est bien établi 
_ que l’on passe de M;à M; par une transformation birationnelle. 
TIC ARACECHENE 


et l’on aurait de même X;= /; 


68: Forme des systèmes (s). -- Revenons maintenant à Éd 
< 4 : . ‘a . . 

tion de la surface F. On sait que toute involution appartenant à une ~ 

surface rationnelle $ est représentable sur une surface rationnelle ("); 

et que, plus généralement, toute involution sur une surface réglée ¢ est 
représentable sur une nouvelle réglée dont le genre — p, ne dépasse 

; pas celui de la première (7); dans les cas b et c du n° 66, la surface — 

ae régulière F est donc rationnelle. 

. D’après les résultats de M. Painlevé rappelés au n° 46, il est aisé de 

__ préciser la nature des intégrales uniformes de (8) : 2, y, z seront des 

_ fonctions rationnelles de l’un-des systèmes de fonctions suivants : 

TES | sue rere = Rs els tp(ers) | eee à uy 

Ae 5 OU AT . ou ; 

oe > > : : 3 “ei | { Pi 12 fi 

ur BE (1) G. CasteLxuovo, Math. Ann., t. 44, p. 125. 

AR (2) G. CASTELNUOVO et F. Fret Ann. di Mat., , série 3, t. 6, 1901, p. 214. 


, 


; u et ¢; si Fest hyperelliptique, il doit exister une. transformation — 
= birationnelle qui change F en l’une des surfaces VII, at; See 


4 | RENE GARNIER. | =5 
Per, pv et 


. di va tht geen, ME gly TTC 
ete), gu ett lay rhter nd), ou u,+er, (eo, ou 1); 


NA 1 - ‘ x 
P E = 0( 2) +>; h; Log (¢.— “| HR LIT à a # 7 ê: it : > s 
| + p(v) +> hi Log(# — a], Dy | s ke L des 

‘ 1 4 cK) tae ie ' 


et 5 Le RP TT. seen Ae ee 
| RE Viz QUI EE RARES in ‘ 


[o(t), fonction rationnelle; 9(¢,), fonction aipeques = au + bi 2 
9, = cu + dv; a, b, c, d constantes numériques]. meas 

Reste le cas où § est hypereliptque. Or les travaux de MM. Bagne ae 
et de Franchis (‘), et ceux de MM. Enriques et Severi fa ) ont montré 
précisément que les seules involutions régulières appartenan nt à ui 


| surface hyperelliptique de Picard sont rationnelles ou ‘hyperelliptiques eer 


Si Fest rationnelle, Dy, 2 seront des fonctions hyperel pti 


aa" 
," 
3 


MM. Bagnera et de Franchis ; nous allons constrains les systèmes ae Do ei | 
correspondants. RDA? ote Ls 
| Observons d'abord que ‘es: rable u et 2 fie anes (169) 
coincident (a une substitution linéaire près). avec les arguments em << 

es la représentation hyperelliptique ae des surfaces F et g (). 
r, d’après le lemme du n° 67, l’involution “appartenant à ge i. 


% 
a 


‘+ 


AA | 
Har, eae 
Se 


$ sagen par un groupe de substitutions de la. forme . eee 
st La Su = Au + B: ke. Se—Ce+ D. sy À Nr it 

F « age : , | 5 FES 
Dès maintenant nous pouvons done exel les ee XV, 


(O) Mem. Soc. Ital. delle Scienze se (dei XL eat série, ce A 1908, p. er ee vera ee 2 
que, dans le problème actuel, le lemme du n°-67 montre d'emblée que l'involution — oe 
appartenant à $ est engendrée par des transformations birationnelles de $; il est done Ais 
loisible d’étayer notre solution sur les résultats de MM. Bagner "a et de Franchis, > tout — 


_ aussi bien que sur ceux de MM. Enriques et Severi. — er Ss rhe DA, 
(?) Acta math., 1. 32, p. 283; t. 33, p. 321. oat a AE 
Go )UetV sont, eue aux paramètres u ot ¢ de MM, Bagnera et de Franchis. nay SS ss 
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à involutions diédriques de MM. Bagnera et de Franchis, en sorte que 


les seules surfaces possibles sont : 


a. Les surfaces VIII, IX, X (surfaces régulières de genre o et de 
bigenre r). | 
b. Les surfaces XI (surfaces de Kumiee et généralisations, à 
diviseur > 1, de L. Remy et de M. Traynard), de plurigenres égaux à r. 
c. Les surfaces XII, XHI, XIV, de plurigenres égaux à r. 


Toutes ces surfaces sont des images d’involutions engendrées sur 
une surface de Picard par un as G de substitutions ont l’une au 


moins a la forme (') 


ob te SV = Vs 


avec Au. (exception faite des surfaces XI, pour lesquelles on a 


A=—1=u.). Or, nous savons qu’on doit avoir dans le premier cas 


du n° 46 (t. XLI, p. 356) 


(170) | ae a LA, e = yU + dV; 


cherchons comment il faut choisir les constantes numériques «, B, y, à 


pour que le système (170) soit un système (8). 
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit (cf. n° 65) que, si l’on 
effectue sur U et V l’une quelconque des substitutions de G, du et dv 


restent invariants (à des multiplicateurs près). On doit done avoir 


ah dU + Bu.dV = A(adU + BdV), 


ce qui exige «8—=o (pour À); et l'on doit avoir de même 
UOC VOUT À more, 

Le résultat ne s’applique plus aux surfaces XI: «, 8, y, à peuvent 
alors être quelconques (pourvu que «6 — By soit différent de zéro). 

En définitive, lorsque F est une surface hyperelliptique régulière 


des types 
(a) RES PNR KT pes 0 = pe | 
ou | 


(c) CPI NIV D Ste pad, 


(1) A des constantes additives près. 
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le système (8) est de la forme 


Ty 


ue CA "re 


&. à l’interversion près de wu et ¢ (U, V, paramètres de Bagnera et ae 
: de Franchis) ; lorsque F est une surface du type __ | TS 
i i (b) [XI; pe =1= pa; surfaces de Kummer], 3 ; 


le système (8) est de la forme (!) pc | See 


u=aU+6V, 9=yU+ dV 
(a, B, y, 9, constantes numériques; ad — By 40). 


I] reste à envisager le sixième cas du n° 46 (t. XLI, p. 358). Or, en 
procédant comme plus haut, on montrera que, dans les hypothèses a 


+ = ’ £ x , ‘ =. 

et c, le système (s) se réduit nécessairement à l’une des formes 2 
u=U+ fsvyay, CN ET TOUS ; | 

DEN Ui e=V+ fa(u) au; Pas. va $ : 

et l'on préciserait aisément les formes que doivent avoir dans chaque a 
cas les fonctions elliptiques /(V), g(U) (7). Enfin les surfaces de Se 
L …. # 

à 

(1) Par exemple, pour la surface des ondes de Fresnel, d’équatioa a 
py — Sa? (b+ c?)a2? + atb?ct=o (avec vo =Szx?, b= Satz), Be 

çà 

on trouve aisément a 
-#, ay 4 3 

| dU= TE  dV= es 

ae (=) 9— 0) pe (bte) = em) tr) à ON 
c? — a? b2(c?— a) cf 

et l'on a, de plus, sur F, | À ge 
bAB = (a? — b?) (6% — c2) xyz, “3 


relation qui permet de prendre pour wu et des combinaisons linéaires de U et YV. 


RS ut 
a: 


(*) Observons, d’ailleurs, que les surfaces XII (ou XIII, XIV) doivent alors représenter == 
une involution sur une surface de Jacobi du type elliptique : or ceci exige que la période + ae 
des tableaux de MM. Bagnera et de Franchis satisfasse à une équation de la forme “a : S 


At+Bi+C=0 (ou At+Be+C=o0), .” 


nr 7, 


1 
Nd eb 2 


A, B, C étant des entiers réels.  - ES oF AE 


, 
à. 
à | 
st Ke 
The | 


‘34g eae 


gr 
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Kummer (du type elliptique) admettent encore le système 
Mau uv) + pfeu rave frtau+ bvyd(au +oy)], 
Pur evra} eu av + fs Aten eV) )d(a +6) |; 


où f est une fonction elliptique i impaire. 


- SEPTIEME PARTIE 
LES SYSTEMES SINGULIERS 


69. Forme générale des coefficients de (8). — Nous commencerons 


par étudier les parties principales de du et de dans le voisinage d’une ~ 
courbe € qui est pour dI et dJ (n° 1) une ligne polaire d'ordre > r. 


Tout a’ abord, par une transformation birationnelle convenable, on 
pourra ramener la courbe C dans le a x = 0, et, comme au n° 8, 
on aura (') 


ees Te [Pde + Qay= Has oo 


am 


2 : à + fa yay + 2a (y)+..., 


_a étant une constante, et les coefficients a;(y), A(y), a%(y) étant 


des fonctions rationnelles du point (y, z) de la courbe C; d’ailleurs, 
moyennant une transformation birationnelle x|aA(y), on peut 


toujours admettre que 4, (y) contient effectivement y. On aura ainsi : 


She + Me +a Logæ+ A dy +. 


y 


ay 
x 


dat To Het ...)de +(d+dz+..…)dy], 


| Coy Cis ..., dy, d,, ... étant des fonctions rationnelles du point (y, =). 
La condition d’intégrabilité de du donne alors d, = 0, a,c, ——ma,d,; 


or on peut supposer que ¢c, n’est pas nul (quitte à modifier a), de 
AS gun on aura d, £o et qu’en modifiant au besoin A(y) on pourra 


(4) Pour ne pas compliquer inutilement l'écriture, on a supposé spe} est développable 


_ suivant les puissances entières de +. 


LR TRUE 


. 


CR ae 
; à - 4 f+ 
À ND” 0 
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= 


prendre d, = a,,, d'où c, = — ma. Remplacons enfin a par a+m-+1; 


nous aurons 
CA a + 
2 +...+ 2 +a Logx +] A dy +. ma 
am x m m 
du = e* | (= rae ie 5 dx + (a ns dy | : 


On voit ainsi que lorsque x tend vers o le rapport «M : K formé a l’aide 


‘ 3 PL: F ma 
des coefficients du système (8) (n° 1) tend vers une limite finie [= we 2). 
D'une façon plus générale, on montrerait, moyennant dès 
ape d'écriture aisés, que l'expression de du, par exemple, 
peut s’écrire : 


APT EE a LME: 
wise Mr cpreet...)de+(So+d+de+...)dy ’ 
avec 
Am 
YS om +: + Sp aLoge + | oly) dy 
et 
l=1'+ aa (y)+.... 


Ces préliminaires établis, on tire de (s) : 


dæ oS dy St 
du = H, e ) du = = Kye , 
0 * 
SET Ca af sou, ot 


avec 
H,:K,:L,:M,:1=M:—L:—K:H: HM—KL; 


on peut donc remplacer (8) par le système 

dx EE al 1 JOH al 1 OH,\ L 
iby — =, ae eee NN ae es lee ee ES 
Sele 7 Or \( CH: ar) (- ayn Be a7) 


dx = dé OJ 3 OL oJ 1 dL, \ H)s 
1 2) =~ =; j= ar TER res.) Le 
(17 Ops de I(- dx I, 0 ) as dy Sa Ly “oy ) “als 


Yb 
fi MT ESS à afl 1 OH, ou 
73) 2 == = — 
(17 ) de du L( ET H, D) (-$ + i, wk Ke 
=e as 1 dL 1 éL,\ L],- 
on” L, 0x (ar +1 xl 
aie. La | ie 
(174) = =n=— Fo 
Oy ete) i 
(175) F Vittna rite 0 7 


MURS are 
So er 
. 
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Nous montrerons d’abord que si le coefficient de €? dans (171), 
présente C comme courbe polaire d'ordre t>1, l'intégrale générale du 


système ne peut étre uniforme. Faisons ('), en offet, dans (171), (174), 
la transformation 


(176) RE TA æleæ, | ei 
d’après le résultat qu’on a établi tout a l'heure, on peut écrire : 


L L(y)+ezL(y)+:: 


Prat eæM(y)+ezxM,(y) +...” 


il viendra donc : 


be ei, nes: A [AU + e(.: |e, 


du at 


| Oy 5 1 Loy”) 
= = — el ÈS ay tee 


(197) 


Développée suivant les puissances croissantes de €, l'intégrale générale 
_ de (177) devra avoir tous ces coefficients uniformes ; or on trouve 
st abord : - 


eet tats. Y= Hote Hit... (2, Yo, Const. ); 
Z : PR LEY 0) Od ob + (&, const.), 
Eo a 
LEUR ee de du ne peut étreuniforme, St donc a et e! 
a : Lees Sf (0) (a wo) 
re Eo aes 


admettent une ligne essentielle C, le fon de €? dans (171), et celui 
_ de © dans (172), ne peuvent admettre C que comme courbe polaire 
d'ordre 1 au plus (*): - 


2 70. Les systemes réduits. Extension du théorème I. — Supposons donc 
qu’ il en soit ainsi, et faisons les substitutions (1 76) (avec i=1); à la 


ay Cf PAINLEVÉ, Bull. ie: math., t. 28, 1900, p. 215. 
(2) Le résultat précédent paraît davon jouer un rôle important dans l’étude des systèmes 


singuliers. 
__ Ann. Ee Norm., (3), XLII. — JANVIER 1925 2 


‘10 


a | FES 3 eee 


(178) Su — b 5 “Te Oy a ze 4 ii ; 


mire 
.. 


Pour que l'intégrale générale du système: précédent Son uniforme, il 
faut d’abord que l’on ait a= Re we étant un entier oul l'infini 


i » LS 


on aura alors pe AC Ge he 
Vas é oe we : Pas À 
æ—(au+b}" où #= eau+b pe RE 
| et y sera donnée par la EME « iF ras ye PSN 


PF M Cr) 
= | LG) 


de BLog(au + de ou au ae ey FE 
M, : : L, étant une fonction: RS AE PA = a de 6 | 
_ déjà que /’ intégrale générale de (8) ne peut étre uniforme que si le ere = 
de la courbe C est, au plus, égal à 1: il est done bien établi que le Ss 
_ théorème I reste encore valable dans le cas singulier (2). Mais en vue + 
de l'extension du théorème III, il nous faut SPORE I étude. QUE Bo 
système différentiel (171)- (198). 7 ee 


i 
er 
r 
> 


LS Tout d’abord, on peut procéder st sur (172) et ( (175) comme sur ra) ‘ 
Beaty et. et (174); on aura donc, en se Dent aux parties RENE DE ales : Re 
; (ee ; Bs ' 

PRET 7 al ste oH, eos I oH, \ LU SGiee SS 
Ru À 502 | ide, Mi Oy Ho DM a ee (= 
gs ae LT RD ie | rs + DE Li ( CAL + À Li \ )H pe a er 
Sok gs ie Nt RI Nar aan Oey Se de an te: HR Tate RE 
er: Fh E _(ventier My Soit alors ER ate Cee eee ANT Ara fsa ae 
SES SE Ey ee 
A. c - 


(1) Le bn (178) définit les premiers triés des développements des 
a ee primitif suivant les A ue de K Pour simplifier Péc 
ARR supprimé l'indice o, RE, 


= * (2) Bien entendu, la démonstration acquele s ae auss 
xe ne nous dispensait pas de maintenir la. démonstration de la poe 
+ CPR nécessaire pour le but que nous avions en vue. Le 
’ F > A | ; 
: ns a = 
a ; 
a. ù ve Fe 4 re 
y è ri 3 = 0 4" 
“ag ; 4 es 
re Ce ; 
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le terme prépondérant du coefficient de £2 dans (173); exprimant que 
le système (171), (173) est complètement intégrable, on devra annuler 
identiquement une expression 


a Œ+i 
(180) eo Pia PCA 
(en n’écrivant que les termes prépondérants). Si donc on avait 7 >r, 
on en déduirait B—0 contre notre hypothèse. Faisant alors ir, 
on tire de (180): 


(ae 8) (61) = 0. 


et l'on obtiendrait de même la relation (y — 8) (8 —1) =o. Il y aura 
donc deux cas à distinguer. 


CP alae) =y{=1—2). — Dans ce cas, l’intégrale générale du 


système (178), complété par les équations analogues en ¢ et par 
É sg once ae 

l'équation ce = = sera donnée par les formules 

(181) 2 (au + bp-+-+c)e ow . ac eturivre (a, 6, c, const. arbitr.), 


et l’on aura 


Mo(y) OY _ ap. 
(189) D1o(y) du aus be 4-6 PAS 
182 
LE Ko(y) oy ak bp. ouh 
H,(y} de au +be+ce à 
Or, si l’on pose “ 
Walon —p =1/0) 


la condition @intégrabilité de ce dernier système s’écrit 
Uk fi À = 0, 

ou N =o, pour 4 = «, d’où encore deux hypothèses : 

. a,  =o(A=roup=~). — Le système (182) équivaut à 


ACESS!) fr = hos (au + be +0) +d ou au+bp+d 


12 ; RENE GARNIER. 
(d, constante arbitraire) ; d’ailleurs / (y) est toujours une fonction 
rationnelle du point (y, ) de C. | 

a. N 0. — Le système (182) s'écrit alors (pour p. 0)? 


N dr a ME b 


}—1 du au+boye MA—1) de au + be +e? 


son intégrale générale est 
St Eh —— 6 


(184) My) = ee ? s 

: (__H,Mo edhe : Y 
et comme A(y) oe er) est une fonction rationnelle de (y, z), les 
fonctions uniformes y et 3, algébriques en w et » sont rationnelles : la 
courbe C est donc rationnelle. Supposons l’équation de cette courbe 
ramenée à 5 = 0; moyennant une substitution linéaire sur y on pourra 
prendre A(y)=y. 


b. ER (aveca=r-#y=1-;) — On trouve 


æ=a(u.+ b}u(e +c) ou BSE eC ees 
et : 


[Py dy = Logt(u + bee + ey") ou au+b+Log(v+ec),  ...; 


(y), fonction rationnelle de y et z ; uw’ etv’ nesont pas nécessairement 
entiers. On retombe sur les systèmes du n° 9. 


71. Extension du théorème III. — Revenons maintenant à l'extension 
de nos théorèmes généraux. Tout d’abord, par sa nature même, le 
théorème II s'applique à des expressions u et » de formes quelconques. 
Passons donc au théorème III. | 

Procédons comme au n° 14 et supposons que l'intégrale 7(æ, y, z) 
admette pour courbe polaire une ligne singulière C de du ou dv. On 
raménera dans le plan a = 0, et l'on fera la transformation x |eæ dans 
l'intégrale double de première espèce 5. | 

Conformément à la discussion du n° 70, il y aura plusieurs cas à 
distinguer, 
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a,. D’après (181) et (183), les premiers termes des développements 
des intégrales de (171), ..., (175) suivant les puissances croissantes 
_dee sont des fonctions de la même quantité u,=au + bo +c; par 
| D(2,y) 
D (u, 9) 
contiendra en facteur une certaine puissance de €. Nous allons en 
calculer la partie principale. 
eee introduction de € ona 


penis men à) 


suite, pour le système (171), ..., (175), le déterminant 


et, d’après l'égalité (179), et la suivante : 


al see ae: as 
0x Hy, ox dy Hy, oy 


ona : : 
on Va) ETES DNA] à ye AN! ; 
(- EL ay) (MK) SOC) + eH”) + 5 


dy 


les y étant rationnels en y et z. Apres la transformation x|ea, il 
. viendra donc : : ; 

x D( (EZ, y) Saw m X%0( Yo) 
(28%) PC Die gmt? D aa | ae babs s) 

: — _gmte Press A Lo[ yo) ] ail at 


Cela étant, on verra comme au n° 45 que les coefficients du 
eeuslappoment suivant les puissances de e del’ intégrale double 


es ee ee 2 3 apr yolyo(u)| +... {dude 
ne rent pas admettre d’autre ligne ina que RE co (pour u > 0) 
ou th =e Or EN considérant |’ ensemble de ces deux lignes si C est de 


genre 1). Or, si PR [ou : y et s sont calculés au moyen de (183)] 


n’est pas identiquement nul, ceci est impossible, car le premier terme 
_ du développement, %, possède la ligne d’infini =o. La même 
remarque s'appliquant aux autres termes, la conclusion ay n° 15 


reste valable. 


* 


_ de M. Emile Picard, et l’on peut affirmer que, méme dans le cas 
singulier, le genre Scammer gue, de la ane F ne BE dépasser Tu unité. as 
a AP 


ng i ‘7 13 
PT Lu Po ag 
: ee ee eee 


Bh rae 7 RENÉ GARNIER. LS TR Mont 
By: Actuellement, on trouve directement- -pour les intégrales de s 


Ha) AN CITE as $y set. Soran 
AG A es 
(186) Dig Tis abp. ut 


Du, +) heady) MM Va. 


d’où (5) ayant la même signification que pour a): 


__f (Qo 710) _abput 2 LRO VOTE SUIS AE 
ME] J Bu 05 ter + ARR un 


y étant remplacée par de, comme le facteur ut(be + dy n ne | 
peut faire, disparaitre aucune ligne polaire de Q: F, on en conclut hae = 
encore que Q (0, y, 0) doit être Hentiquaniont nul, et, comme au n° Lay esis if: 
que Q(x, y, 3) doit être identiquement nul. cele Et sae OS eee 


étant TU esti pee LES à NET 4 ieee % i PACE 

_Il résulte donc de l'analyse précédente et des ne An “LR 
n° 18 que l'intégrale j(æ, y, =) du n° 15 est de première | espèce, méme Fi; 
dans le cas singulier. La démonstration s'achève alors par la méthode | 


b. Ce cas se traite comme celui du ne 17, la constante a du n° 17 A TR Bes 
4 


2% ‘ > tae a 


P LS ene CORTE 


72. Poe du théorème V. — On voit Rae que Je Né 
théorème IV subsiste dans le cas actuel. Reste le théorème V. 
Supposons d’abord que | l'on se trouve dans le cas a, du n°70; d’ après ua 


AY) ot (185), una fre Dea dx dy, dain suivant 


ligne polsire: et, qi (186), il en sera Ce mème. die ie cas sa of 
ase le théorème V cessait d’être vérifié pour les systèmes singuliers, 
on devrait se trouver dans le cas b: mais alors, d’après la forme des Be 7e 
_ systèmes réduits, les démonstrations de la je a partie conti £ 
nueraient à rester valables. . > Soe + ANR 

En définitive, il est donc établi que les cinq hé a AE 
s'appliquent encore aux systèmes singuliers. Or, actuellement, la prer dre sae 


| hypothése et le DURS cas de la seconde “Hypothène du ane - 


NEA 

Un 
ed 
À 


CAR 

L . 

’ “ Low ee > + 

à SRE re 4 

t - re 3 “es Ce Ne 4 
” » cd 


La © 


à à 
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ne sauraient être réalisés; d’ailleurs, dans les deux premiers cas de 
cette seconde hypothèse, il résulte de la solution du problème (A,) que 
la surface ne saurait être régulière ; de plus, da solution du problème (B,) 
dans le cas particulier abordé aux n° 22 et 23 nexige aucunement 
que le système (8) soit normal. Or on a vu dans la troisième Partie que 
la solution du problème (B,), pour les surfaces irrégulières de genre 
géométrique un, repose uniquement sur les théorèmes généraux, sur 
la formation des expressions de première espèce et sur la solution du 
probleme particulier des n°22 et 23. Nous aboutissons ainsi à la 
conclusion suivante : 


St l’on ne fait aucune restriction sur la nature des singularités des 
expressions u et 9, et st l’on suppose que la surface F est de genre 
géométrique > 0, le seul cas nouveau où le système (8) puisse avoir son 
intégrale générale uniforme est celui où F est une surface hyperelliptique 
de Picard du type elliptique. (8) est alors de la forme (s.), la fonction 
rationnelle r(h, 1) pouvant présenter des lignes polaires d'ordres quel- 
_conques. 


LES VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE 


LA THÉORIE DE LA RELATIVITE GÉNÉRALISÉE 


(DEUXIÈME PARTIE) 


Par M. E. CARTAN. 


La première Partie de ce Mémoire a paru dans ce même journal ('). 
Dans cette seconde Partie je poursuis l'étude purement géométrique 
des variétés à connexion affine ou métrique. Dans un premier Chapitre, 


 j'étudie le groupe des déplacements associé à un point d’une variété : 


à tout contour fermé partant d’un point donné de la variété et y reve- 
nant est associé un déplacement : tous ces déplacements forment le 
groupe en question. Les groupes associés aux différents points de la 
variété sont tous homologues entre eux : c’est le théorème d’homogé- 


néité. Je montre comment on peut déterminer la nature de ce groupe 


pour une variété donnée. Je signale un résultat au premier abord para- 
doxal : si La variété est sans torsion, le déplacement associé à un con- 
tour infiniment petit partant d’un point et y revenant laisse ce point 
invariant : cela n’est plus vrai (à moins-que la variété ne soit un espace 


_ affine proprement dit) pour un contour fini quelconque. 


v 


. Les autres Chapitres sont consacrés à l’étude approfondie des ten- 
seurs de torsion et de courbure. Je montre comment on peut effectuer 
leur décomposition en tenseurs trréductibles. J'en déduis une méthode, 
appliquée effectivement pour r — 3, pour former tous les invariants 
intégraux (scalaires ou vectoriels) attachés à la variété, au moins ceux 
dont les coefficients dépendent linéairement des composantes des ten- 
seurs de courbure et de torsion. Certains de ces invariants intégraux 


16 ) Ann. Ec. No rm. 38 série, t. XL, 1923, p. 325-412; t. XLT, 1924, p. 1-25. 
Ann. Ee. Noth: à APE XLII, = JANVIER 1929, | 3 
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avaient déjà été formés directement dans la première Partie du Mé- 
moire. J’indique quels sont tous ces invariants intégraux dans le cas 
des variétés à quatre dimensions à connexion métrique ou eucli- 
dienne et à torsion nulle. Le Mémoire se termine par l'application de 
Ja mème méthode à la détermination de toutes les formes possibles 
de l’action élémentaire dans la théorie de M. Weyl.-Je donne enfin 
quelques indications sur les formes possibles de la « quantité de 
mouvement-énergie » élémentaire dans la même théorie. 


CHAPITRE VI. 


LE GROUPE DES DÉPLACEMENTS AFFINES ASSOCIÉ A UN POINT D'UNE VARIÉTÉ 
A CONNEXION AFFINE. 


87. Nous avons vu au Chapitre II qu’étant donnée une variété à 
connexion affine, à tout contour fermé infiniment petit partant d’un 
point m de la variété et y revenant est associé un déplacement affine 
infinitésimal de composantes 


Q'=Aisfoto®],  Q/ = ALg[o* ob]. 


- Si l’on fait varier le contour fermé, on obtient une famille linéaire de 


déplacements 
DIE QetBAls,  QetfALs, 


dépendant-des paramètres arbitraires e** = — e*. En général ces 
déplacements infinitésimaux n’engendrent pas un groupe ('). — 

I n’en est plus de mème si l’on considère tous les contours fermés 
possibles (finis) partant de m et y revenant. A chacun d'eux est asso- 
cié, par le procédé indiqué au n° 34, un déplacement affine fini de 
l’espace affine tangent en m. Il est évident que tous ces déplacements 
forment un groupe (continu), car si l’on considère deux d'entre eux | 


© 


(1) Cela veut dire que les crochets deux à deux des transformations infinitésimales 


; a 


, . . , . . » . . : 
ne s'expriment pas nécessairement d'une manière linéaire au moyen des Xapf. 


VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE. THÉORIE DE LA RELATIVITE GÉNÉRALISÉE. 19 


® et ®, et si(e) et (e’) sont les deux contours fermés auxquels ils 
sont associés, le déplacement ©” obtenu en effectuant d’abord @, 


puis ®’, est évidemment associé au contour fermé (2) obtenu en décri- 


vant d'abord (©), puis (e’) : c'est donc encore un des déplacements 
associés à m. 

Il résulte de là qu'à tout point m de la variété est associé un groupe g 
de déplacements affines. Lorsqu'on fait choix d’un système de référence 
pour l’espace affine tangent en m, ce groupe affecte une forme ana- 
lytique déterminée; il est engendré en particulier par certaines trans- 
formations infinitésimales déterminées. 


88. Considérons maintenant deux points différents m et m/ de la 
variété. A ces deux points sont associés deux groupes g et g’. Nous allons 
démontrer le théorème suivant : 


THÉORÈME D'HOMOGÉNÉITÉ. — Les groupes associés aux différents points 


de la variété sont des sous-groupes. homologues du groupe affine G. 


Rappelons que deux sous-groupes g et g’ d’un groupe G sont dits 
homologues si les équations qui les définissent analytiquement peuvent 
étre ramenées les unes aux autres par un changement de variables 
défini par une transformation du groupe G, ou encore s’il existe une 
transformation T du groupe G telle que le sous- Broupe s ‘soit identique 
au sous-groupe T-'gT. 

Pour démontrer le théorème d’homogénéité, désignons par S’ une 
transformation quelconque du groupe g’, correspondant à un certain 
contour fermé 2’ partant de m’ et y revenant. Considérons alors le 
contour fermé (2) obtenu en partant de m, joignant m à m’ par un 


chemin déterminé (y), décrivant (2’) et revenant à m par le chemin y 


parcouru en sens inverse. Soit alors T le déplacement affine que subit 
l’espace affine tangent en m quand on va de m à m' par le chemin Y. 
Au contour (2) est associé le déplacement obtenu en composant suc- 

cessivement les déplacements T, S’ et T-'. Autrement dit, tout Appia: 
cement de la forme TS’T~' appartient à g, si S’ appartient à g’. Ilya 
une réciproque évidente. On en conclut la formule 


ui) g=T£g" 
G. 0.€:D: 
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89. De ce théorème nous allons déduire une première application 
importante. Est-il possible que le groupe g associé à un point arbi- 
traire m de la variété laisse fixe le point m? 

IL est d’abord évident que s’il en est ainsi, le déplacement-infinite- 
simal associé à un contour infiniment petit devra jouir de la propriété 
de laisser fixe le point m. On aura donc nécessairement 


tor 


autrement dit, /a variété sera sans torsion. 

Mais cela ne suffit pas. En effet, considérons deux points infiniment 
voisins m et m’ et rapportons l’espace affine (E’) tangent en m' a 
l’espace affine (E) tangent en m. D’après la formule (1) les opérations 
du groupe g [effectuées dans l’espace (E)] et les opérations du groupe g" 
(rapportées au mème espace) sont les mémes. Or ces dernières laissent 
fixe le point m’ [ou plutôt le point de (E) qui correspond à m’|. 
Donc le groupe g doit laisser fixes, non seulement le point m de (E), 
mais tous les points infiniment voisins. Autrement dit, le groupe g se 
réduit à la transformation identique. Donc les Q sont tous nuls et la 
variété est elle-même un espace affine proprement dit. Par suite : 

Il n'y a que l'espace affine proprement dit dans lequel le groupe g 
associé à un point M quelconque laisse fixe ce point m. 

Nous voyons par là que la propriété d’une variété à connexion affine 
d’être sans torsion ne signifie la stabilité du point m que relativement 
à un contour fermé infiniment petit partant de m et y revenant. 

Cherchons au contraire si le groupe g associé à un point arbitraire m 
peut ne se composer que de translations, c’est-à-dire laisser invariants 
tous les vecteurs. Il faut évidemment pour cela que les formes Q; 
soient toutes nulles, c’est-à-dire que la variété soit sans courbure. 
Mais ici cela suffit, car dans ce cas les équations 
déi+ wi =o 
qui définissent le transport d’un vecteur sont complétement intégrables ; 
on peut donc prendre en tous les points m des systèmes de référence 
équipollents entre eux, et par suite le groupe g ne contiendra que des 
translations. Done pour que le groupe g ne contienne que des transla: 
tons, il faut et il suffit que la variété soit sans courbure. Dans ce cas, 


\ 
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comme nous l'avons déjà remarqué, on pourra supposer les compo- 
santes ’ de la rotation de I’ espace affine toutes nulles. 


Le groupe y associé à un point de la variété. 


90. Avant de chercher à déterminer quel est le groupe g associé à 
un point m d’une variété donnée, considérons l'effet produit par ce 
groupe sur les vecteurs de l’espace; cet effet se traduit analytiquement 
par des transformations linéaires et homogènes sur les composantes & 
du vecteur auquel le groupe g est appliqué. Ces transformations for- 
ment évidemment un groupe y, et tous les groupes y associés aux dif- 
férents points de la variété Soul homologues entre eux vis-à-vis du 
groupe général des transformations linéaires et homogènes. Il en 
résulte qu'on doit pouvoir choisir le système de référence attaché à 
chaque point m de manière que tous ces groupes y soient définis ana- 
lytiquement par les mémes équations. Voici comment on peut théori- 
quement opérer. 

Choisissons arbitrairement le système de référence d’un point parti- 
culier m,. Pour fixer le système de référence attaché à un point 
quelconque m, choisissons arbitrairement un chemin (2) allant de 
m, à met prenons pour système de référence en m celui qui, en sut- 
_vant ce chemin, est équipollent au système de référence de my. 

On a, dans ces conditions, en considérant les expressions analytiques 
des groupes y et Yo, | 

OSE 


: 
Allons maintenant de m, à m par un autre chemin quelconque (€,) 
et soit T la transformation que subissent les vecteurs de l’espace affine 
quand on suit ce chemin de m, à m; on aura, en allant de m, à m par 
ce chemin, décrivant ensuite un contour fermé partant de m et y reve- 

nant, suivant Reno de m à m, le chemin primitivement choisi, 

ne 
Il résulte de là que T est une transformation du groupe y. 

On peut montrer maintenant par un raisonnement analogue que si 
l'on va d’un point quelconque m à un autre point quelconque m' par un 
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- 


chemin arbitraire, les vecteurs subissent une transformation apparte- 

nant au groupe fixe y. É 
Il résulte de là que si le A | est defini par les r ransyornpaiions 

infinitésimales 


(2) LJ= (NES (80a, oy 


les composantes w! de la rotation de l’espace affine seront de la forme 
(3) wl = (al), 


avec r expressions de Pfaff a priori arburaires 3°. ‘#4 


91. Réciproquement supposons qu’on puisse mettre, par un choix : 
convenable des systémes de référence attachés aux différents points 
de la variété, les composantes w/ sous la forme (3), où les constantes 
(a), sont les coefficients des transformations infinitésimales d’un 
certain groupe linéaire et homogène y. Je dis que fe groupe qui 
indique comment le groupe g associé à un point m trans forme les vecteurs 
- est Y ou un sous-groupe de Y. 

En effet, la transformation des vecteurs, quand on suit un chemin 

- donné, est fournie par l'intégration d’un système d'équations différen- 
tielles _ 
det + &(ai);o' = 0; 3 

cette intégration revient à la composition d’une infinité de transforma- 


tions infiniment petites appartenant toutes au groupe Y; le fournit 
dope une transformation de Y: 


92, I résulte de la une méthode pour reconnaitre si le groupe & 
associé à un point m de la variété transforme les vecteurs suivant des 
opérations appartenant toutes à un groupe linéaire et homogène donné 
y ou à un de ses homologues. On choisira pour cela en chaque pointm | 
un systeme de rien aussi général que possible, ce qui introduira’ 
n° paramètres, et l’on chercher. à déterminer ces paramètres de ma- 
nière à avoir les formules (3), avec des expressions &° convenable- ; 
ment choisies. On pourra pour cela exprimer que les / satisfont à 
n° —r relations linéaires et homogènes à coefficients constants 


7 P 2 
(4) a‘,ai =o, Biwi =o, ss kw =o. 


~ 
= 


—— on? ee 


SOc cat Ho. Gil =o, 
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- On aura ainsi à intègrer un système de Pfaff à n? fonctions inconnues. 


Pour discuter ce système, on dérivera extérieurement ces équations, 


ce qui donnera par exemple, pour la première, 
a |[ whos] + Qi — 0. 


Or la somme x, [w/ w/] est nulle si l'on tient compte des équations (4), 
ou, ce qui revient au même, des oe équivalentes 6); car on a 


ai Lor ok | = a5 (at)s(ak)e — (ai) (ah) [wea]. 


_Or les transformations (2) forment un groupe par hypothese ; on a donc 


(KX) [asa ye (af) (ab) JE rer DE 


d’où 


of 
0g? 
at [wf of] = a} stp(at)p[wsw*] = 0. 


En définitive, la dérivation extérieure des équations (4) conduit aux 
relations 
its X Q/ =o. 


Elles expriment simplement que la trans formation de vecteurs associée à 
un contour fermé in  finiment petit appartient à y. 
Lesrelations (5) donneront, en annulant dans les premiers membres 


les coefficients des différents produits [w*w*], un certain nombre (!) 


d’équations finies par rapport aux paramètres inconnus. I faudra que 
ces équations soient compatibles. S'il en est ainsi on les résoudra par rap- 
port au plus grand nombre possible d’inconnues; en portant dans les 
équations (4), on obtiendra de nouvelles équations de Pfaff. Il pourra 
arriver qu’il y ait des combinaisons linéaires de ces équations ne conte- 
nant plus les différentielles des paramètres inconnus; on exprimera 


_alors que ces combinaisons sont identiquement nulles, ce qui conduira 


à de nouvelles relations finies entre les paramètres. Il faudra qu’elles 
soient compatibles. Si elles le sont, on obtiendra, en en tenant compte, 
un nouveau systeme (4) et ainsi de suite jusqu’ à ce qu’on arrive à une 
impossibilité ou à un système dont les premiers membres sont linéai- 


EE ee ANT 1 es ee 


(1) En général ee (74 —r). 
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rement indépendants par rapport aux différentielles des fonctions 
incennues. Dans ce dernier cas, le système sera complètement inte- 


grable, puisque la dérivation extérieure conduirait aux relations (5), 


par hypothèse vérifiées. | 

En définitive on a une méthode régülière pour déterminer le groupe 
y associé à un point arbitraire de la variété. Il suffit pour cela d'essayer 
successivement tous les groupes linéaires et homogènes y qui sont de 
types distincts. 

En particulier le groupe y se réduira à la transformation identique 
si les formes Q/ sont toutes nulles, car alors les équations à n° incon- 


nues 
w= © 


seront complètement intégrables. Nous retrouverons le résultat dé- : 


montré directement plus haut. 


~ 


Exemple I, — Cherchons dans quel cas le groupe g laissera inva- 
riantes directions non parallèles à un même plan à m —1 dimensions. 
Si l’on prend ces directions pour axes de coordonnées, les coefficients 


(a), des, formules (2) seront nulles pour j 4 ¢. Le système de Pfaff 


(4) sera done 


| mo (1j) 
et conduira aux n(n — 1) relations 
Qi=o  (iA/). 


Sile système de Pfaff est compatible, on pourra donc réduire les for- 
mules de structure de la variété à 

(o!)'= Low] + Q, 

(af) = Qi. 


Si la variété est de plus a torsion nulle, chacune des équations w!= 0 
est complètement intégrable; ¢/ existera donc dans la variété n familles 
d'hypersur faces à n — 1 dimensions dépendant d'un paramètre telles que les 
hypersurfaces de chaque famille soient en chacun de leurs points tan- 


gentes a n—1 des directions stables attachées à ce point. On aura par 
exemple 
aP; 


wi= P;dui, = — pe Q;du;, = FaQ;dui]. 
Ll 
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Exemple II. — Cherchons dans quel cas le groupe g conserve les vo- 
lumes. La relation qui devra exister entre les coefficients (ai), des 
transformations infinitésimales de y sera alors 


(ais + (@2)s+...+(a?),=0. 
On aura donc à considérer le système de Pfaff 
Di O2 +...+ w=, 
qui, dérivé extérieurement, donne 
Qt + 022 +,.,+ 27 =0, 
Et cette relation ne contient pas les 7° paramètres arbitraires inconnus 
qui interviennent dans le choix le plus g général possible du système de 


référence attaché au point m. Cela tient en effet à ce que, d’après les 
formules (11) ce Chapitre I, on a 


CR) (225 +. + (07 "—.0 tails 


Done la condition cherchée est simplement 
Qt + 23 4+-...+ Q=0, 


LES y yep, N(N—1I 
ce qui donne en réalité + 


conditions : Aug = 0. 

Exemple II. — Considérons enfin le cas où le groupe y laisserait 
invariant l’ensemble des directions parallèles aux génératrices d’un 
cône du second ordre non dégénéré, cône que nous supposerons ima- 
ginaire et par suite réductible à l’équation 


(AE (m PE et (27) = 0. 


Dans ce cas-la on pourra choisir les systèmes de référence de manière 


à avoir RATES Teves 
a+ A UN DT di NU, 


(1) Si les coefficients de la forme 2; dépendaient effectivement de Pun des n? para- 
mètres, la différentielle de ce paramètre ne pourrait pas s’éliminer du covariant trili- 
néaire (@i). La particularité qui se présente ici tient à ce que le sous-groupe Y est 
invariant dans le groupe général des rotations. 
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Les équations de structure seront alors de la forme 
(wy == [m;@ | + [off] sie SRF, 
(w4)’= [oof] + Q/, 
@ = 


La variété. sera à connexion métrique. Si en outre le groupe y conserve 
les volumes, on aura w = 0; la variété sera à connexion euchdienne. 


Détermination dn groupe g associé à un point de la variété. 


93. La détermination du groupe g peut se faire par une méthode 
analogue à celle qui a été suivie dans l’étude du groupe y. Mais il faut 
pour cela généraliser un peu les systèmes de référence adoptés. Jusqu'à 
présent nous avons supposé que l’espace affine tangent en m était re- 
péré par un système de coordonnées ayant pour origine le point m lui- 
même. Prenons maintenant un système tout à fait général ayant pour 
origine un point quelconque de l’espace affine; soient 


Qs Gries eer 


les coordonnées du point m dans ce système. La correspondance entre 
les points (a) de l’espace affine du point m et les points (a' + dz’) de 
l’espace affine du point infiniment voisin m’ sera analytiquement 
donnée par x + n? expressions de Pfaff &', w/, suivant les formules 


(6) dzi+o'+ lo; = 0, 
k 


Les relations entre les nouvelles formes a et les anciennes w’ s’ob- 
tiennent en exprimant qu’au point m de coordonnées (aï) du premier 
espace correspond le point m’ — w‘ e; de coordonnées (a + da’ — w') 
du second espace. On a done | 

(7) dai— wi+ w+ a“ wy,= 0, 


Cela posé, si le groupe g est supposé connu, nous pourrons toujours 
choisir les systèmes de référence attachés aux divers points de la 
variété de manière que, dans chacun de ces systèmes de référence, le 
groupe s'exprime par les mêmes équations et, de plus, que le change- 
ment de coordonnées infiniment petit qui repère Pun par rapport à 
l’autre deux espaces affines tangents en deux points infiniment voisins 
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s’exprime analytiquement comme une transformation du groupe g. 
Autrement dit, mous pouvons toujours supposer que la transformation 
infinitésimale définie par les équations (6) appartienne au groupe g. 

La réciproque est bien évidente, car l'intégration des équations (6) 
le long d’un chemin quelconque donnera une transformation du . 
groupe g puisqu’elle reviendra a la composition d'u une infinité de 
tons inonene petites de ce pores 

94. Voici maintenant comment on pourra reconnaitre si le groupe 
associé à un point de la variété est un groupe g donné à l’avance (ou 
homologue à ce groupe, ou plutôthomologue à un de ses sous-groupes). 
Si les équations | \ 

6a! + ef + 2% e,.=0 | 


représentent la transformation infinitésimale la plus générale de ce 


_ groupe, il yaura entre les composantes ec’, ec’, de cette transformation un 


certain nombre de relations linéaires et Oman à coefficients cons- 


tants : 
ae + ak el —o, FE 0, ais CEE Cee 0. 


Cela posé, on attachera à chaque point m de la variété un système de 
référence aussi général que possible (ce qui introduira n? + n para- 
mètres hit les) et l’on cherchera à déterminer ces paramètres par 
les relations 


(8) | ami + oth FER os Bimi+ Bu —0o, en hoi + Malo. 
En particulier on dérivera extérieurement ces équations, ce qui donnera 
(9) a@Mé'+ofQi=0, Bil+BiQi—o, ..., AMF + MQi=o, 
en D Fe dr ae ; 


Les nen (9) donneront un certain nombre d’ équations finies 
entre les paramètres inconnus. Il faudra qu’elles soient compatibles. 
On les résoudra et on les portera dans les équations (8) et ainsi de suite. 


95. Exemple I. — Cherchons dans quel cas le groupe g est le 


_ groupe le plus général des rotations autour d'un point fixe. En choi- 


_Sissant ce point comme origine des coordonnées, les composantes e’ 


LE 
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de la transformation infinitésimale la plus générale du groupe sont 
nulles. Les équations (8) se réduisent donc a 


o'=0; DS SSO etter DW = 0; 


_c’est-a-dire, d’après (7), 


da'—w'+ akw,— 0. 


Ce système de » équations de Pfaff en a', ..., a” doit admettre une 
solution. 

S’il en est ainsi, on pourra toujours supposer le système de référence 
choisi de manière que le point m ait toutes ses coordonnées nulles, 
sauf a'— 1. On aura alors | 

@— 6)4. 
Ces nr célations caractérisent les variétés répondant à la ques- 
tion. 


Exemple II. — Cherchons dans quel cas le groupe g est un groupe 
de translations à r paramètres. On pourra toujours alors le SpA 
défini par les translations infinitésimales 


; 02? Oat” * dær 
ce qui correspond aux relations 
ot Sot = CPP ET of 0; 
ouencore - . 
wo, = 0, dar+1— wr+t — = da” — dt — 0. 


Par suite, ‘ie RE À de rotation w/ sont ‘toutes nulles et les 
FREE w"*!,...,w" sont des différentielles exactes. 


ample III, — Consérons enfin, pour n = 3, le cas où le groupe g 
serait un groupe à un paramètre de mouvements hélicoidaux. On pour- 
rait alors supposer le groupe g défini par la transformation infinitési- 
male 


ev OF DE ES LR 


DT pl das 
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Dans ce cas les équations (6) se réduiraient à = 


dx! — x?w = 0, 

dx? + xzw = 0, 
: oat Of EE of ea 
On aurait done 


ait te Ren eae Ach he da Re AES”. 5 ER ET RUE ess 
WA + Do — 0, Dj = 0, = QG, = O3 = WG —=O, 


Remarquons que dans ce cas les relations 
Q!— @Q)= 2? — a Q?= Qi kQ?=o0 


sont incompatibles avec une variété à torsion nulle, sinon en effet 
tous les Q? seraient nuls et le groupe g se réduirait à la transformation 
identique ('). ; 


CHAPITRE VII. 


LE TENSEUR DE TORSION ET LE TENSEUR DE COURBURE D'UNE VARIÉTÉ 
; A CONNEXION AFFINE. 


96. Considérons dans un espace affine(*) un être géométrique, ou 
plutôt un ensemble d’êtres géométriques se déduisant les uns des 
autres par une transformation affine. Si l’on choisit un système de coor- 
données affines, cet être géométrique est défini analytiquement par un 
certain nombre (que nous supposerons fini) de quantités y,, Ya, +, Yps 
que nous appellerons ses coordonnées. Lorsqu'on fait un changement 
de coordonnées, ces quantités subissent une transformation et toutes 
Jes transformations qui correspondent à tous les changements de coor- 
données possibles forment évidemment un groupe. Nous dirons que 
l’ensemble des quantités y; constitue un tenseur à p composantes. 
Nous réservons plus spécialement le nom de tenseurs au cas où le 


(1) La question traitée dans ce Chapitre prête à des développements très importants 
dont on trouvera un aperçu dans une Conférence sur La Théorie des groupes et les 
recherches récentes de Géométrie différentielle faite au Congrès international de mathé- 
maliques de Toronto (aoûl 1924) et parue dans l'Enseignement mathématique (1925). 

(2) Tout ce qui suit pourrait s'appliquer, mutatis mutandis, à un espace à groupe 


fondamental quelconque. 
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groupe des transformations effectuées sur les y; est linéaire. Les coor- 
données d’un point, les composantes d’un vecteur, les coefficients de 
l'équation d’une quadrique, etc. constituent autant de tenseurs. 

Considérons maintenant une variété à connexion affine à » dimen- 
sions. Nous appellerons tenseur attaché à un point m de cette variété 
un ensemble de quantités qui subiront une transformation linéaire 
lorsqu'on changera le système de référence (d’origine m) attaché à 
l’espace affine tangent en m. Il existe deux tenseurs remarquables 
attachés à un point m de la variété, c’est le tenseur de torsion dont les 
composantes sont les coefficients Aig et le tenseur de courbure dont les 
composantes sont les coefficients A/,8. 

Quand on effectue un changement du systéme de référence d’ori- 
ginem, ilest bien clair que les A‘, subissent une substitution linéaire et 
qu'il en est de même des A/,,. Les premiers coefficients permettent de 
définir, comme nous l’avons vu, une translation associée à tout contour 
fermé infiniment petit partant de m et y revenant, et les derniers per- 
mettent de définir dans les mémes circonstances une rotation. 


Etude du tenseur de torsion. 


97. Les composantes de tout tenseur attaché au point m subissent 
une substitution linéaire (et homogéne) quand on effectue un change- 
ment du système de référence d’origine m. Le tenseur sera dit irréduc- 
. ible lorsqu'il sera impossible de trouver un certain nombre de combi- 
- haisons linéaires (à coefficients constants) des composantes du tenseur 
donné formant pour elles-mêmes un tenseur. 

Nous allons chercher à décomposer le tenseur de torsion en ten- 
seurs irréductibles (*). 
= | 

(*) Au moment de la rédaction de ce Mémoire (décembre 1922), je regardais comme 
très vraisemblable, mais sans en avoir de démonstration, le théorème d’après lequel tout 
ténseur attaché à un groupe linéaire simple ou semi-simple est décomposable en tenseurs 
irréductibles. M. H. Weyl a réussi tout récemment a démontrer cetimportant théorème [Das 
gruppentheoretische Fundament der. Tensorrechnung (Gétt. Nachr., 1924)]; voir aussi : 
Zur Theorie der Darstellung der einfachen continuierlichen Gruppen (Sitzungsb. Berlin, 
1924, p- 338-345). L'application d’une méthode due a Hurwitz (Gott. Nach., 1897, p. 71) 
lui permet d'étendre aux groupes continus linéaires simples ou semi-simples le théorème 
classique d'après lequel tout groupe linéaire formé d'un nombre Jini de substitutions 


laisse invariante une forme d'Hermite. M. H. Weyl n'a publié de démonstration que pour . 
les quatre grandes classes de groupes-simples. 
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Partons pour cela de la remarque que le vecteur 
5 e, 21 + e, 227+. tr e,Q7— e; Fel ot w* | 4 


a une signification intrinsèque (indépendante du système de référence), 
puisque c’est la translation associée à un élément à deux dimensions 
de la variété. Introduisons alors un vecteur arbitraire (x) et deux sys- 
temes de variables wu; et »; et considérons le vecteur 

: e; "(uj 9,—Uzv;) [w/w]. 


Effectuons un changement du système de référence, en convenant 
 d’effectüer sur les u; et les v, une substitution linéaire telle que les 
deux sommes w;w° et 9; ne soient pas altérées (‘). On voit alors 
que les A;,, par un changement de coordonnées, subissent la même 
substitution linéaire que les quantités a! (u;9—u, 9). 

Or j’ai démontré que si l’on considère la quantité æ'(u,v, —, Uz) 
et toutes celles qui s’en déduisent par un changement arbitraire de 
coordonnées, toutes ces quantités eee un tenseur irréductible. On 
peut remarquer que les rs 


LEO, Ua — 0) U0 


définissent la première un hyperplan à x —1 dimensions et chacune 
des deux dernières un point, et que chacun de ces deux points est dans 
l'hyperplan. Par suite le tenseur irréductible dont il est question plus 
haut contiendra toutes les combinaisons des quantités x! (Uj ¥_ — Uxv;) 
qui seront de la forme 


BES uj UE bio;cuz) = a;x'( bi ck — bk cl) (uj P~— uxV;j), 
où les coefficients a;, b/, c* satisfont aux deux relations 
2:50  æbi=o,  aci=o. 
Si nous revenons aux coefficients A;,, nous voyons que nous obtien- 
_drons un premier tenseur irréductible & formé avec ces coefficients en 
considérant toutes les combinaisons linéaires de la forme 


rt iw Re ay (bl ck — bh el) Mig, 


où les a;, b?, c* satisfont uniquement aux relations (1). La forme (2) 


(1) Cela veut dire, suivant une terminologie aujourd'hui classique, que les w; sont des 
variables covariantes, les wi étant contravariantes. 


pow 
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avec les indéterminées a’, b/, c' liées par les relations (1), est la forme 
génératrice du tenseur &. 
Chaque composante possible du tenseur & est de la forme } 


ad is 
avec des coefficients conse be Cherchons a déterminer toutes les 
relations linéaires identiques qui existent entre ces coefficients. Soit 
| hin aix — 0 
une d’entre elles. On aura, en tenant compte des seules relations ( 1), 
hé ,a;(b/ ck — bkcl) = 0; | 
par suite on aura une identité en a’, bi, c* de la forme 
hi, a;( bi ch— b’ cl) =);c! a, b* + p;bi arc, 

avec des coefficients constants À;, p.;. L'identification des formes en 
a; b'c' montre que l'on a A; = — y,; par suite 

hi, a;( b/c — bei) = wa, ( bick — bkci). 
Comme le premier membre ne peut être identiquement nul que si tous 


les Aj, sont nuls, nous voyons que les seules valeurs possibles non < 
nulles des constantes A‘, sont données par l'identification 


hike = pi, 
ce qui donne en tout 7 relations entre les a, à savoir 


aL N= as RE 04 at ee ae Oe 
En définitive, nous obtenons un premier tenseur irréductible de torsion 


dont les composantes, au nombre de AA sunt tes quantités 


4 Co Axe 
_pour lesquelles on a 


GEO NT ET, Bre ta) 


98. Nous allons maintenant démontrer l'existence d’un second ten- | 
seur irréductible. Partons pour cela d’un vecteur arbitraire a’ et 


- 
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considérons l'expression 
au; xc" er — a'v;æk us: 


les coefficients des a’ constituent évidemment un tenseur irréductible 
dont la give composante est 


oa 


a" (usPk— 0; Ux), 


ce qui conduit à un nouveau tenseur irréductible, à n composantes 
USA UT AE ANT LE 


; } : re (= 
En résumé, nous avons décomposé le tenseur de torsion a piles?) 
composanies en deux tenseurs irréductibles & et & qui ont respectivement 
n(n-+1)(n— 2) 
2 
a pas d’autre tenseur irréductible formé avec des combinaisons linéaires 
des A’... 


et n composantes. On peut du reste démontrer qu'il n’y 


99. Or peut donner une définition plus directe du tenseur &’, en re- 
marquant que l’expression de Pfaff 


Het 
Aj;o", 


dont les coefficients sont les composantes de &’ changées de signe, est 
égale à 
dQ) 0 de" 
Oo)! te Oo)? + pecker PE 


Mais on peut avoir une interprétation géométrique plus concrète de 
cette forme de Pfaff. 

Donnons-nous pour cela un vecteur A petit w’ issu de m; 
c’est le vecteur m’ — m= dm. Considérons alors un vecteur infini- 


ment petit quelconque (x') issu de m et le parallélogramme construit 


sur le vecteur (2) etle vecteur (w'). Au contour de ce parallélogramme | 
parcouru en partant de m dans le sens mm’, est associée une trans- 
lation infiniment petite dont les composantes, qui dépendent évidem- 
ment du vecteur x, sont 

Qi Aix (oi æË — wh al); 


Ann. Ee. Norm., (3), XLU. — FÉVRIER- 1929, 5 
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si nous faisons subir à l’extrémité du vecteur x cette translation, nous 
| re ne ‘ 
obtiendrons le vecteur infiniment peu différent x’ de composantes 


æ'i= gi A i(o at — wfxi). 


La formule précédente définit, quand le point m' est donné, une 
transformation affine infinitésimale portant sur le vecteur variable (a). 
Si on l’applique à » vecteurs x non situés dans une même multiplicité 
plane à 2 — 1 dimensions, ils sont transformés en 7 autres vecteurs x 

“et le volume du parallélépipède formé par ces vecteurs a subi une 
variation correspondant à un coefficient de dilatation n—uple égal 
précisément à la forme de Pfaff 


ait 
Aloe. 


Autrement dit, cette forme de Pfaff représente le coefficient de dilatation 
de volume dans la transformation affine que nous avons attachée au vec- 
teur (w'). 

Il résulte en particulier de ce qui précède que, dans une variété à F 
connexion affine pour laquelle le tenseur &’ n’est pas nul, i existe une 
forme de Pfaff a signification intrinséque (indépendante de tout choix 
particulier du système de référence) attachée à tout déplacement infi- 
niment petit sur la variété ; autrement dit, la variété admet un invariant 
intégral linéaire (scalaire) 

faire. 


100. Cherchons maintenant à caractériser les variétés pour les- 
quelles le tenseur irréductible & est nul. S'il en est ainsi, les seuls 
coefficients de torsion différents de zéro sont les Aj, et l’on peut de 
plus poser 

Ad. = a;, 


avec n quantités a;. En posant (!) | | 


, Mo +? +...+a,0"=B, 
on obtient i 
Q'=[wo,]. 


Se A ee ee = 


(') On voit que invariant intégral dont il est question plus haut est égal an xf Bw. 
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La translation associée à un contour fermé infiniment petit est ue 
Let] — — [x dm |. 


Cela posé, considérons un parallélogramme infiniment petit ayantm 
pour un de ses sommets; nous pouvons toujours, sans chan ger la trans- 
lation qui lui est associée, supposer que l’un de ses cotés (y: ) est dans 


l'hyperplan (P) d'équation a,x = 0; soit Fa l'autre ; la translation 
associée sera alors 
aræ®(y'e + À ae Onda ; 


elle se fera donc suivant l'iñtersection (y') du plan du parallélogramme 
avec Uhyperplan(P), et par suite suivant une direction du plan du paral- 
lélogramme. 

On peut retrouver ce résultat eten même temps démontrer la réci- 
proque en se référant à la forme génératrice 


a;(.0) ch — BX el) At, 


du tenseur &, où les paramètres a’, b‘,c’ sont assujettis aux seules 
relations ) 
d;bi= 0, Que’ = 6. 


Dire que pour une variété donnée, le tenseur & est nul, c'est dire que 
la forme génératrice est identiquement nulle si l’on tient compte des _ 
relations qui existent entre les paramètres qu’elle contient. Or cela 
exprime que si l’on considère en un point m le parallélogramme cons- 
truit sur deux vecteurs (b°), (c’) infiniment petits arbitraires, la trans- 
lation associée à ce a amme est représentée par un vecteur 


A6 (07 ck ae bf cl) 


situe dans le plan du parallélogramme. 


101. Considérons en particulier une variété a@ courbure nulle pour 
laquelle le tenseur & soit se elle aura des équations de structure de 
la forme < 
(a = [ou], wi 0. 
On en déduit 


[oo] =[o'o*)] =...=[o'w"]= 0; 


pat suite, si n > 2, le covariant bilinéaire o’ de la forme & est nul et 
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; IV ee : 
& est une différentielle exacte + On voit alors facilement que les 


i 1 A 1A = a ed 2 
formes + w! sont aussi des différentielles exactes, de sorte qu'on peut 


pore wi = Vdui. 

Les hypersurfaces V = const. sont en chacun de leurs points =e 
gentes à l’hyperplan & — 0, de sorte que la translation associée à un 
En AT infiniment petit se fait suivant l'intersection du plan 
de ce parallélogramme et de l’hyperplan tangent a I’ hypersurface 
V=const. passant parm. On verra facilement que le groupe g associé 
à un point m est à m—1 paramètres et formé des translations parallèles 
. à l’hyperplan tangent à l’hypersurface V = const. passant par m. 


Etude du tenseur de courbure. 


102. Nous allons encore décomposer le tenseur de courbure, qui 


nr (n—1 : J Bove as 
_admet eset composantes, en des tenseurs irréductibles. On mon- 
trera facilement ici que ces ‘composantes A/,, se transforment, par un 


changement de coordonnées, de la même manière que les expressions | 
Uj 2) (Crew — 0) PR), 


où les a sont les composantes d’un vecteur arbitraire, et les w,, ¢;, 
w; trois séries de variables covariantes (se transformant comme les e;). 
Or on peut démontrer que si l’on considère l'expression 


‘ a Us ( PaW3 — V3 1V2) 


et toutes celles qu'on en déduit par un changement de coordonnées 
arbitraire, elles ERA un tenseur D SA Par suite se quan- 


tités 
a;x bi u; (bee! — b'c*) (0,1) — vw), 
r 


où les paramètres arbitraires a;, 6’, c' sont assujettis aux deux seules 
relations 


(1) « abt =o, Geo 0; 


fournissent toutes les composantes de ce tenseur irréductible. Autre- 
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ment dit, la forme 
a; b! (b*c!— bick) At, : 


définit la forme génératrice d'un tenseur de courbure irréductible. 
Chaque composante de ce tenseur est de la forme 


kl 
ou An 


avec des coefficients «’ constants. Cherchons à déterminer toutes les 
relations linéaires à coefficients constants 


hr = 0) 


qui existent entre ces POULE Elles seront caractérisées par la 
condition que la relation 


hr bi(bkel b' c*) = 0 
ait lieu toutes les fois que l’on a 
Gib = 0, dye = 0; 
autrement dit, on devra avoir l'identité en a’, bi, c 
Riyaz D (bé el— bleh) = (b,c) arb! = p(b) aie’, 


où A(b,c) désigne une forme bilinéaire en b‘ et c' et u(b) une forme 
quadratique CINE ; 
(b,c) = bit, pb) =pyrbibt (hr ba). 
L'identification donne | 
Pie iy = + Àji), 
de sorte que le second membre de l'identité prend la forme 
4 Ana bi( Deo! — bick) + Ayjpazbi( b' ci — dick), 
On voit immédiatement que, parmi les relations qui existent entre 
les coefficients «’, il y ales n°? suivantes:  , 
(3) ; BO = ORMAlT, J Sty 8, des) 


a) 


“Mais il y en a d’autres correspondant au cas où les polynomes A (D, c) 
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et u(b) sont identiquement nuls. Ce sont les relations, en nombre 
n?(n—1)(n—2) . 
à ; 


(3 bis) afk! 4 ali + af/* =o ir ns. j 2 EEE AR 


On démontre sans difficulté que les relations (3) et (3 bis) sont indé- 
pendantes; elles définissent donc un tenseur irréductible dont le nombre 
* des composantes est 


RARE) PR (A NS PESTE 


2 6 3 


103. La forme des relations (3) et (3 bis) nous conduit à penser que 
les quantités 


(4) At je (fH Uy 4,2) 
d’une part, les quantités 


(5) Bi Aj Ahi Air (TEL 232, Sty EC RP EEE PRE 


d'autre part, forment deux nouveaux tenseurs. 
En effet d’abord les quantités Aj, se transforment comme les quan- 
tités ; 
LEU; (0; Vp —viw)= Uj 0; LE, uw; LP OR, 
ou encore comme les quantités u,; ¢;. Elles forment donc tn tenseur, 


mais qui n’est pas irréductible. On peut le décomposer en deux ten- 


seurs irréductibles, l’un symétrique, isomorphe au tenseur u;u;, l’autre 


alterné, isomorphe au tenseur uv; — u;v;. Le premier aura pour com- 


NRA 1 : 
posantes, en nombre Las 


ine 
(6) aij =}; = 5 (A see AS 
= n(n — 
le second aura pour composantes, en nombre sa da 38 
(7) bij =—b;;= Af;x— Abe 


Le premier est formé des céeflicients dé la forme différentielle qua- 


à 


ae ee ee DS 
pe 
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dratique 


dQ 


( 6’) a;;o8wi = Ak a! a4 = t 
w/ = — 0) 
a uf dot”? 


le second est formé des coefficients de la forme extérieure 


(7) bj [otot = A‘ [ofo/] = — [oS |. 


104. Passons maintenant aux quantités (5); elles se transforment 


comme les quantités 


| Wy zx Wi 
Or on peut démontrer que la quantité 


Iti” RTE 


et celles qu’on en déduit par un changement arbitraire de coordonnées 
forment un tenseur irréductible. ios composantes de ce tenseur 
peuvent être obtenues en remplaçant æ' par a, 2’, u, par b'u,, u, par 
efu;etu, par d'u; où les a;, bi, c', d sont des constantes arbitraires 


satisfaisant aux relations 


di 0, ait 0, Ai — 0: 


On obtient alors le tenseur symbolisé par la forme génératrice 


- Bi BE ON lu; te dy 
à | 4 
Bele” OF Fa BP; 0x ‘0 
2 di: at |, Wp 1% 


En revenant aux quantités (5), on aura la forme génératrice 


. bi bk b! 
Reece sc Bae 
uae aka 


‘ 


LR 


On obtiendra done finalement un tenseur irréductible dont toutes les 
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composantes seront de la forme | 
| Bi Bi). 
Cherchons quelles sont les relations linéaires 
| PARLES (A 


qui existent entre les coefficients de ces composantes. On les obtien- 
dra‘en exprimant que l’on a l'identité | 


bY bk bt 
\ Rx Qi ci ck Ce! = À(c, d)a; bi + u{d, b\a;ci+y(b, ca; d 
d'a dea! 


où À (c, d) est une forme bilinéaire par rapport. aux b’ et c’, et où 
u.(d, b) et v(b,c) sont deux autres formes bilinéaires. 

L'identité précédente conduit à 4, — o si le second membre est 
identiquement nul. L'identification dans le cas général montre que le 
second membre est de la forme 


o% HUE bs 
dij Oe ck c ci (Aig + ji) — 0 
FREE LENS ; 


Les seules relations existant entre les nocthctents Ai" sont donc les 


nn — 
( - ge a tee : 


Bio (épAf= 1,2). 2), 


Nous arrivons donc à un pusiicine tenseur irréductible dont les compo- 


n(n? —1)(n—3) 
6 


_ santes, au nombre de » soni formées des combinaisons 


iki a 2" ik . . > 
| BE Bie Be Aer Maj Aie) 


n(n—1) 


pour lesquelles on a les relations 


ale erg (RE as A). 


~ 


104 bis. Nous sommes enfin conduits à considérer les 26" —») 


naisons 


combi- 


Bi (tA =1, A); à 
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elles se transforment entre elles comme les quantités 


Uj SEs TL 


k ; mes) k : 
BEV, 8; 6, | = HU, (0,0; — 0 599;) + 2", ( WU; — 7 U;) + oP Ww, ( U0; — U4) 


Wh Wy we 
ou encore comme les quantités 
Uj C7— UZ G5 


f ee ; F 3 ONG a) 
eles forment done un dernier tenseur alterne wréductible à eee 


composantes. On constate facilement que ces composantes sont les 
coefficients de la forme différentielle extérieure | 


-AQh 
Qi foi Sat | 


105. En acinilive. nous avons démontré l'existence de cing tenseurs 
rrréductibles formés avec les doc du tenseur général de courbure. 


2 (nr? — 
Lepremier, à pe) composantes, est formé des combinaisons linéaires 
ahh! Ai ’ 
pour lesquelles on a | 
AE RO, CURE GR QUR =o, 


n(n®—1)(n—3) 
6 


Le second, a composantes, est formé des combinaisons 


linéaires toux | 
BA Aig Aix), 
pour lesquelles on a : 
; Bi — 9 

k — e. 


. \ (ht J ! CA. 
«Le troisième, a Gu composantes, est formé des coefficients de la 
forme différentielle quadratique algébrique 


.0Qf 
DE 


nn 


Le AE aa Composantes est formé des coefficients de la 


Ann, Ee. Norm,, @); XL. — Févarer 1929. 6 
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forme différentielle quadratique extérieure 
. AGF 
[eur] 


: ‘ Ct Cl Tie ok 2 } 
Enfin le cinquiéme, a eel composantes, est formé des coefficients de 


la forme différentielle quadratique extérieure 


- 9Q* 
Qi — oo |: 

On peut vérifier facilement que toute combinaison linéaire des Aj, 
est décomposable, d’une manière et d’une seule, en cinq autres com- 
binaisons dinéaires appartenant respectivément aux cinq tenseurs 
irréductibles. On peut remarquer enfin que la décomposition du ten- 
seur total de courbure en tenseurs irréductibles est possible d’une infi- 
nité de manières, car les deux derniers tenseurs étant isomorphes, on 
peut effectuer sur les deux formes extérieures qui les définissent une : 
substitution linéaire à coefficients constants quelconques. En particu- 
lier on pourra substituer au dernier tenseur le tenseur, également 
irréductible, défini par la forme Qf. Sous la réserve précédente on peut 
démontrer que la décomposition en tenseurs irréductibles n’est pos- 
sible que d’une manière (sauf pour n = 4, cas où le second et le troi- 
sième tenseur sont isomorphes). 


Interprétation géométrique des tenseurs irréductible de courbure. 


106. It est possible de caractériser géométriquement les variétés 
pour lesquelles le premier tenseur de courbure est nul. Considérons 
en effet un parallélogramme infiniment petit construit sur-les deux 
vecteurs æ'e, ety*e,. Ace parallélogramme est associée une rotation 
affine infiniment petite qui fait subir en particulier aux vecteurs e, 
et e, les variations 

Ae, = Q\e;= Ai, ze, 
Ae, = Qhe;= Ab,, 2 y*e:. 
Or pour: > 2 les coefficients Aj,,, A5, sont tous nuls: donc les vec- 


teurs e, et e, restent, après la rotation, parallèles au plan du parallélo- 
gramme. Autrement dit, cout plan à deux dimensions passant par m, 
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transporté parallèlement le long d'un contour fermé infiniment petit 
situé dans ce plan, se retrouve, une fois le contour décrit, parallèle à lui- 
méme. 

Réciproquement supposons cette propriété vérifiée. Considérons le 
parallélogramme infiniment petit construit sur les deux vecteurs 


PR ep) y=y'e:. 


_ Tout vecteur z subira, apres un transport parallèle le long du contour 
de ce parallélogramme, la variation 


Az = z' Ang (aty B— aby) es. 


Par hypothèse la variation du vecteur x sera parallèle au plan du paral- | 
lélogramme. On aura donc n identités de la forme : : 


wi Akg (aty®— aby =a, pal pla)’, 


où ÀA(æ, y) désigne une forme bilinéaire et u une forme quadratique 
indépendantes de #, ou, ce qui revient au même, on aura une identité 


au A ES Die J )x* Un — pe (x2 )y* up. 


Cette identité exprime que la forme génératrice du premier tenseur 
de courbure est identiquement nulle, autrement dit que ce premier 
tenseur est nul. 


107. Avant de caractériser géométriquement les variétés dont le 
second tenseur irréductible de courbure est nul, donnons une inter- 
prétation du tenseur Bj,,. Pour cela, considérons le Pore ee 
construit s sur frois yecteurs infiniment petits 


x= rei, wey Oi, Z=3'0; 


‘issus du point m. Si nous transportons le Seana clement: à 
 Jui-même le long du contour du parallélogramme construit sur y et z, 
il subira une certaine variation infiniment petite Ax; de même le vec- 
teur y transporté parallèlement à lui-même le long du contour du. 
parallélogramme construit sur ZCtX, subira une variation Ay; on aura 
‘de même une variation Az. La somme géométrique Ax + Ay + Az est 
un vecteur attaché au parallélépipède et dont l'expression, facile à cal- 
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culer, est 
ae 2x8 a 


— 0, Bagy | 7% 8 JT 
5% 8 st 


En définitive nous pouvons donc associer à tout élément à trois dimen- 
sions de la variété un vecteur dont les composantes, qui sont des” 
éléments d’intégrales triples, sont 


Bhgy[o%* oP or] (hears aes: 

On peut encore définir ce vecteur d’une autre manière. Considérons 
un volume à trois dimensions limité par une surface fermée infiniment 
“petite, et prenons un point a quelconque à l’intérieur du volume. A 
tout élément de la surface qui limite le volume est associé un dépla- 
cement infiniment petit qui, appliqué au vecteur a — m, fait subir a 
ce vecteur une certaine variation; la somme de toutes ces variations 
est représentée par la forme cubique extérieure vectorielle 


ex Bagy[o% oF or]. 


Cela posé, prenons en pao. un PERIODE construit sur 
trois vecteurs infiniment petits æ' e,, y? e,, s° e,; le vecteur associé à 
ce parallélépipède sera 

e, BY, zt y?s% 


Si le deuxième tenseur de courbtire est nul, les coefficients Bf, seront 

tous nuls pour # > 3; autrement dit, le vecteur associé au parallélépipede 

sera dans le même Haha à trois dimensions que le parallélépipède lui-même. 
Réciproquement supposons que cette propriété ait lieu pour tout 

perelleb spines élémentaire. On aura, quelles que soient les quantités S 
yi, sy les identités 


LIRE NE 


Bary 37 Lee à =À(y;s)zt+p(s, x)yl+v(zx, v FA 
aie pre 


~ 


avec trois formes bilinéaires A, u, v, indépendantes de l’indice 7. Au- 


~ 


La 
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trement dit, on aura l'identité 
ain gk gt 
Boer tts yl y" yy |\=Ay, 5) et uit p(s, 2) y!ur+ v(2, y)siu,. 


eile = eee 


a eo 3 


Or cette identité exprime précisément que la forme génératrice du 
second Lenseur irréductible de courbure est nulle, c’est-à-dire que ce 
tenseur lui-même est nul. 


108. Pour interpréter le troisième tenseur irréductible, défini par. 
la forme quadratique é 
AP wo, 


considérons le vecteur infiniment petit m’ — m =! e;, et en même 
temps un autre vecteur infiniment petit variable 2’ e;; quand on trans- 
porte le premier parallèlement à lui-même le long du contour du 
parallélogramme formé par les deux vecteurs, il subit une petite 


variation 
: —— wie, Ag ( w* 2b — wB ge) s 


ajoutons géométriquement ce petit vecteur au vecteur x; nous définis- 


sons ainsi une transformation affine infiniment petite sur le vecteur 
variable x; elle est définie par les formules 


dr — Abgoro%xb. 


Le coefficient de dilatation correspondant à cette transformation est 
égal à 
252 rote 
— Aou, 
c’est-à-dire à la forme qaadratique à interpréter. 
Nous remarquons que si cette forme quadratique n’est pas nulle, elle 


# 


définit une métrique intrinseque sur la variété. 


109. Le quatrième tenseur irréductible, défini par la forme exté- 
rieure ws 
AF [oo], 


s’interprète d’une manière analogue. Considérons sur la variété deux 
vecteurs infiniment petits fixes w‘e;ets'e;etun troisième vecteur 


~ — 


46 ; E. CARTAN. 


variable x! e;. Le premier vecteur transporté parallèlement le long du 
contour du parallélogramme formé par les deux autres subit une cer- 
taine variation: de même le second vecteur transporté parallèlement 
à lui-même le long du contour du parallélogramme formé par le pre- 
mier et le troisième vecteur subit une autre variation. En ajoutant au 
vecteur x la première variation et retranchant la seconde, on obtient 


un vecteur X + OX, avec 


dak = Akgw! (w*rb— wb xt) — Ak gw! (w% 28 — ox) = Ale (wo! — w/w) xP, 
On a ainsi une transformation affine infiniment petite de vecteurs 
comportant un coefficient de dilatation 


Af, ,.(@!'o/— w/5w;), 


ou, ce qui revient au méme, 
AS Loto! J. 
On pourrait procéder autrement et se borner à considérer la varia- 
tion subie par le vecteur x quand on le déplace parallèlement à lui- 


même le long d’un contour fermé donné; il subirait alors la rotation 
associée au contour, ce qui produirait une variation 


Ax =— z' Afe[o*w? Jez; 
le coefficient de dilatation correspondant serait 
— Ak Loto? ] == OF. 
on trouve ainsi le cinquiéme tenseur irréductible, dont ona une inter- 
prétation géométrique. 
Remarquons que nous avons été conduits à des formes différentielles, 
scalaires ou vectorielles, ayant une signification géométrique intrin- 


sèque; on peut encore dire qu’on a des énpartantsintégraux, scalaires 
ou vectoriels; ce sont les invariants 


[Apr 
ff ratoor=—f [| oS], 
ae Qi. 
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Enfin ona PC intégral cubique vectoriel déjà signalé (n° 39) 


Sf fo : Loi ff [ews prto* what]. 


On peut remarquer que Pinvariant intégral {fo satisfait à la lor 


de conservation, c’est-à-dire que l'intégrale étendue à une surface 
fermée est nulle; cela résulte en effet de 14 formule 


(D) + [Qué] — [oF ij=0 ou (D); 
C'est ce qui a conduit M. Eddington, dans le cas n = 4, à l'identifier 
avec le champ électromagnétique. 


Cas particulier des variétés à torsion nulle. 


110. Dans le cas particulier des variétés à torsion nulle, le nombre 
des tenseurs de courbure se réduit. Le théorème général de conser- 
vation donne en effet [formule (7), n° 36], : 


[u* Qi} =o (i=1, Shee: 


P< 


Il en résulte que tous les B;,, sont nuls d'eux-mêmes. Par suite le se- 


cond tenseur irréductible de courbure disparait, ainsi que le See 


I] reste donc Je premier à oe — composantes, le troisiéme défini par 


la forme quadratique o’ 22 et le quatrième défini indifféremment 


: aoe k AQ! 
. par la forme extérieure | 7k | OÙ par la forme extérieure (1). 
On voit que dans ce cas le vecteur associé à un élément à trois di- 


mensions de la variété est toujours nul, mais celte propriété n'est pas 
| caractéristique des variètés à torsion nulle. 


} «) Dans le cas d’une torsion nulle , M. Eddington a déterminé ces deux derniers ten- 
seurs, qui lui ont permis de définir une métrique et un champ électromagnétique dans un 
_ Univers à quatre dimensions à connexion affine. 
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CHAPITRE VIII. 


u # # 
LES TENSEURS DE COURBURE ET DE TORSION DES VARIÉTÉS 
A CONNEXION MÉTRIQUE. 


111. Nous allons indiquer rapidement les propriétés essentielles 
des tenseurs de torsion et de courbure dans le cas général, en signa- 
lant les cas d'exception sur lesquels nous reviendrons ensuite. 

Nous admettons les théorèmes suivants, qui peuvent se déduire 
facilement des résultats de mon Mémoire sur les groupes projectifs 
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane (‘). 


Si l'on désigne par x’, Re z', ti les composantes de quatre vecteurs arbi- 
traires, chacun des tenseurs | 
PUS gk xt xl) xt a | 

A aa A 


es al 
PAGE EN 


PURE 


= 


est trréducüble. Il y a exception : 


Pour n — 4, cas où le tenseur |x' y/| se décompose en deux tenseurs 
, 1 . . 1 
trréductibles conjugués à 3 composantes — 


lai; +eVglar%y*| (e= 0), 


où (17k) désigne une permutation paire quelconque des indices 1,2,3: 
| Pour n= 6, cas où le tenseur |æ* y} 34] se décompose en deux tenseurs - 
wreductibles conjugués à 10 composantes | 


| riy¥;3,|+eV—g|a'ymss | (sr) 


/ 


en Pise par (ij klm) une permutation paire quelconque des indices 
1, 2 4, 5 ’ a 


Pour n = 8, cas où le tenseur | a! yi 3‘ t'| se décompose en deux tenseurs 
. 2 | | - 
(1) Bull, Soc. math. de France, t. XLI, 1913, p. 53-06. 


Es 
=, 
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E 
trréductibles conjugués à 35 composantes 
[ry jsnes|+eVelar%ybsres}  (e=-1), 


en désignant par (ijklaBy) une permutation paire quelconque des in- 
CLG Gi eee ag 


Nous admettrons aussi le théorème suivant qui peut se déduire 
également du Mémoire cité plus haut : 
Chacune des formes (n = 4), 
. ai(a;br— baz) ai (yla*— sly*), 
- (a,b; — b;a;)(arb;— by, a,) (xt y) — as y") (s* t!— 2! t*), 
où les a, et les b; sont des parametres assujettis aux seules relations 
Aj B=; a;65—=0, bibi, 
engendre un tenseur irréductible dont les composantes sont des combinai- 
sons linéaires à coefficients constants des — 
ai (yisk— si y), 
* | 1 (atyl— aly") (3% t!— ths), 
Il en est de méme, pour n + 6, de la forme 
a;| aj bxcr| w | y see, 
ott les paramètres a;, b;, c; satisfont aux relations 
Ue a Oe a = or bic 0 
infin on peut démontrer facilement aussi que la forme 
(aix), 
où les paramètres a; sont liés par la seule relation 
aja En 


rs : n—1)(n-+2) 
engendre un tenseur irréductible. Les ee composantes de ce 
tenseur sont . 


; ; nn —1 x mt ord ; = 
XH, x'— Xp, 2",. sey Ly 2” — Lyx", æ' gel CF] = 1, 2,-6.5 n). 


Ann Ee. Norm., (3), XLL.s— l'ÉVRIER 1925. — : 7 


+ 
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112. Le premier tenseur irréductible de torsion. — Les composantes Aix 
du tenseur de torsion se transforment comme les quantités 
LÜ(Y;3k— 3jYx). 
D'après ce que nous avons vu plus haut, la forme 
a;(al bi — bla’) a! (yj 2% — 3) YK), 
où les a, et les 6; sont des paramètres assujettis à satisfaire aux relations 
aja’ =, bias b;bi= 0, 


engendre un tenseur irréductible. Il en est donc de mème de la forme 
epee 


a; (a/b! — bia*) AG, 


\ 


Cherchons les relations linéaires qui existent entre les coefficients «/* 


des composantes 
| al" Nn 
de ce tenseur. Soit 


SR RES 
hat = 0 


une de ces relations. L’équation 
h',a;(a/ b* — biak)=0 
sera vérifiée pour tout système de valeurs des a‘ et b' satisfaisant a 
ajai= 0, . app'= 3/05 b;bi— 0. 


On en déduit sans difficulté l'existence d’une identité de la forme 


hi, ai(aibk— biak) =A(b)a;ai— p(a)a;bi, 


où À (b) désigne une forme linéaire par rapport aux 0! et & (a) une 
forme linéaire par rapport aux af. On voit immédiatement que les 
coefficients de ces deux formes doivent étre les mémes, de sorte que 
l'identité s’écrit 


hi,,a;( al DE — bi ak) = )y,a;(a'b* — biak). 
On a un premier système de constantes hi, admissibles en prenant 


Ne Mir he, Kye hiy= 0 JE), 
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les A, désignant des constantes arbitraires. Il n’y aura plus alors qu’à 


ajouter à ld solution précédente la plus générale de celles qui réalisent 
F identité ; 
h;;,a'(ai b* — blak) = 0 (hin = suk',); 


et qui s’obtient manifestement en prenant 
hihi Ris : ROSS pi sh Sa erty 


Be resumé, le premier tenseur irréductible de torsion est formé par les 
quantités ra AL, où les coefficients x" satis font aux relations 


(1) AP rie) (PERD RE), 
“fe alg a es eee Wise fs Ki Vee tae ye 


+ ~ Le nombre des composantes distinctes de ce tenseur est égal à 
n(n?—4) Ew erat | 
a | al 

| - Nous avons déjà eu l’occasion (69) de parler de ce tenseur et d'en 
donner une interprétation géométrique. Ce tenseur est décomposable si 


ope age 


113. Le deuxième tenseur irréductible de torsion. —La forme des der- 
nières équations (1) nous conduit à considérer les quantités 
É Bi Age Nini An) GAL k =e Pan nr). 
Elles se transforment comme les quantités [æ+;y,;2] : elles forment 


donc un tenseur irréductible (7 #6) à a Giese 


Ces composantes sont les coefficients de la forme cubique extérieure 


composantes. 


pr Sardis 7 Es ]+.. + fo" Qn], 


qui ‘est de poids 2. Dans le cas n = 6 ce tenseur se décompose en deux 
tenseurs irréductibles conjugués, réels si 2 g < 0. Chacun d’eux a pour 
composantes les coefficients de la forme 


[ot] + [or]. + [o'Q.]+eV—8 Zi (iiklmn)AM*[otomor] |. 


Le troisième tenseur irréductible de OEIO Te — fla pour somporantes 


Bt pecs pc aeap ites | 
ind es re JANET à 


bo E. CARTAN, 


qui sont les coefficients de la forme de Pfaft VUE 
dQ a? dee ety 


cette forme est un invariant absolu, indépendant du choix de l’unité 


+“ 


de longueur. 


114. Le tenseur de courbure d’ homothétie. — 1] a pour composantes les 


coefficients Aj de la forme Q; i] est donc, d’après un des théorèmes 
’ ’ . , . yf ETE —— Ps ‘ . 
énoncés plus haut, irréductible, ee cee composantes, à moins que 


nne soit égal a 4. 


115. Le premier tenseur irréductible de courbure ae rotation. — 
Les coefficients A;;, de Q;; se transforment évidemment, puisqu’on a 


oe à Q+Q@ji=o, 
comme les quantités | 
1 (Li¥j; —YViX;)(Febi— Site). 
Nous avons vu que la forme 
(a! b/ — bia’) (ak b'— bk a’) (ayy; — yix;) (Spt) — 2 tr) 
engendre (x #4) un tenseur irréductible, quand on y regarde les a! 
_et les 6’ comme des paramètres assujettis aux trois seules relations 
(2) AUS O0, a;bi= 0, DID 0 ne 
Il en sera de même par suite de la forme | 
; (ai bi — bia!) (ak b! — bea!) Nine | re 
Soit 


HRI AS 5K 4 


une quelconque des composantes de ce tenseur. Ce tenseur sera défini 


si l’on connaît le système complet des relations linéaires qui existent 
entre les x#/#, Si | È 
: hr Pre 0 


est une de ces relations, on devra avoir 


hije(aï bi — bia) (ak bi bea!) = à 
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pour tout système de valeurs des a’ et des 6° satisfaisant aux rela- 


tions (2). On déduit sans difficulté de làl'existence d’une identité de la 
forme 


(3) hijm(atbl— b'ai)(akbl— bea!) = (b)a;ai + u(a)b;bi— o(a, b)ab', 


où A (b) désigne une forme quadratique en 6’, u(a) une forme qua- 
dratique en a’ et p (a, b) une forme bilinéaire en a‘, b’. On peut tou- 
jours supposer, en tenant compte de ce que le premier membre ne 
change pas quand on échange entre elles les lettres af et b’, que A et u. 
sont : même forme quadratique de leurs arguments et par suite que p 
est une forme bilinéaire symétrique. Le Est, que le premier membre 
ne change pas quand on remplace 6‘ par 6! + ka‘, où k désigne une 
constante arbitraire, montre que ¢ estle double de la forme polaire de À. 
Le second membre de l'identité peut par suite s’écrire 


À; (ai bp — bi az) (ai bi — bia) (A; =). 


Une première manière de satisfaire à l'identité (3) est donc de poser : 


D aes PDU NPA) & ee ie SS 
A eae se (Oar iin TO a= hij. 


Pour obtenir la solution la plus générale du problème, il faut ajouter 
à la solution précédente celle qui vérifie l'identité 


hij (a! bi — bia’) (ak b!— bal) = 0, 
et qu'on obtient en donnant aux k;;4 des valeurs telles qu'on ait 
hijur= ha = Me V7 sae k a D). 


Par suite Les relations entre les x"! qui définissent le tenseur cherché 
sont 


(4) 


he À MOT ps 3 3 ‘ 
air + oœigif = 0 RER PL ee CC 
obi kl thls + Ses o (iz k 1). 


On vérifie facilement que ces relations sont indépendantes. Elles déft- 
-nissent donc un premier tenseur irréductible de courbure a 


RE Doi 2) Gee 3) 
Etre 


composantes. Ce tenseur est décomposable pour n = 4. 


ve 
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116. Le second tenseur trréductible de courbure. — Les quantités 
Aik x + Ay* ix 


se transforment entre elles comme x;æ;; par suite, d’aprés ce que nous 
avons vu plus haut, elles conduisent a un second tenseur irréductible a 
(n —1)(n + 2) 


x 


4 


compos antes 


- * a8, . : k . LEA 
Ati Ani mpi AN, Alt Aux = (IAS Ht :..,n). 


CR eT | n—1;i 


Ces composantes sont les coefficients de la forme quadratique inva- 
riante absolue 


LENS MAL É 
A fx w! os — = Aforw, 


117. Le tenseur scalaire de courbure. — Quant à la somme 
| Ai 


WE) 


elle constitue un tenseur scalaire, la courbure totale changée de signe. 


118. Le troisième tenseur irréductible de courbure. — Les dernières 
relations (4) conduisent à considérer les quantités | 


Bin = Aie Aikt5 + Aux CE 1) 
qui jouissent de la propriété de ne pas changer quand on effectue sur 
les indices /, #, l'une substitution paire quelconque et de changer de 


signe quand on effectue une substitution impaire. Ces quantités se: 
transforment entre elles comme les quantités 
Lil 77 Sei). 
La forme 
a'\al be! | x; | ys, t1| 


engendre un tenseur irréductible, si l’on y regarde les paramètres 
a;, b;, c; comme assujettis aux seules relations - 


(5) qa b;bi— 60a, b= ac b= 6, 
Il en est donc de même de la forme 


a'|a/blc!|B;;». 
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_ Soit ç 
BB; 

la composante la plus générale de ce tenseur; les coefficients 84/* sont 
liés par un certain nombre de relations 


hi Bi" = 0 À 


Pas 


que nous allons déterminer. 
Les coefficients h;;,,-de ces relations sont déterminés par la condi- 
tion que l'équation 


hijxrai | a! blc!| = 0 
soit une conséquence des équations (5). On démontre sans difficulté 
que cela revient à l’existence d’une identité de la forme 

Nijpi@' | al b*c! | = (0, c'a;a'+p(a, c)a;b'+p(a, b)a;,c 


avec trois formes bilinéaires A, v., 5. On voit Horn que le second _ 


membre a la forme 
ee | a” bat |; 


on a done un premier choix possible des constantes À en prenant 
; hh p= hi, jee Shay: 
Il suffira ensuite de trouver la manière la plus générale de satisfaire à 
l'identité À 
1 à ' hippy? | al be! | =O, 
ce qui conduit a prendre | 
hju=— he hi = hui CAI AKA |). 
On a donc un troisième tenseur irréductible de courbure en prenant les : 
quantités x 
. f BY Bi ipa 
pour lesquelles les coefficients B'!"" satisfont aux relations 


pki, a Bisel Bier paiit— BE 6 (CAS REI) =o. 


Ce tenseur est à Re BIC se = 316 eats composantes. 


Il y a exception pour n= 6, auquel cas le tenseur précédent se 
F iecempoik en deux tenseurs irréductibles à 45 composantes. 


ray 


56 E. CARTAN. 


119. Le quatrième tenseur irréductible de courbure. — Partons 
"maintenant des quantités 


Beas . Ln n—r) . : : 
elles forment un tenseur irréductible a nee composantes, isomorphe 


au tenseur |2,y,|, dont les composantes sont les coefficients de la forme 
Af; Loto]. 


Le tenseur est décomposable si 2 = 4. 


120. Le cinquième tenseur irréductible de courbure. — {| provient des 
quantités LE 


Bijxe— Ba + Brie — Bur = 2(Aijui + Aij + Agni + Aitzr + Axiji=t Ajtki) 


qui se transforment entre elles comme les quantités [&:Y; 3x4]. 

Elles forment donc, sin #8, un nouveau et dernier tenseur irréductible a 
n(n—1)(n—2)(n—3 ; 
PEER composantes. Ce tenseur se décompose en deux 
autres dans le cas n = 8. Les composantes sont les coefficients de la 
forme scalaire 2 

[wie Q,;]. 

En résumé, nous avons décomposé le tenseur général de la courbure 
de rotation en six tenseurs irréductibles, dont un tenseur scalaire, qui. 
ont respectivement un nombre de composantes égal à ; 


nr +1)(n+2)(n—3) Ga—1)(n+2) n(n —1)(n+ 2)(n —3) 
F 12 2 2 ? 


MS n(n—1)(n — 2)(n—5) 


2 2 4 


Le nombre de tenseurs irréductibles s’éleve à 7 pourn=6etnrn=8, 
a 8 pour n= 4. ; | 

Je laisse de côté l'interprétation géométrique des différents tenseurs 
obtenus pour examiner ce qui se passe dans le cas particulier des. 
variétés à torsion nulle (variétés de H. Weyl et variétés de Riemann). 


CRIE TT 
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121. Cas des variétés de H. Weyl. — Dans ce cas-là on a les identités 
[of'Q]+[otQijJ=o  (i=1,2,..., 2), 
qui donnent les relations 


Ajit Ary + Aujr=o (ie fk), 


Al LA 21 Ds — 
Ahj— A; Adj = Aie . Ai 


Par suite, les troisième et cinquième tenseurs irréductibles de courbure de 
rolation sont nuls d’eux-mémes et le quatrième se con fond avec le tenseur 
de courbure d'homothétte. Il reste donc en tout : 


arr cn 2 Sag) 

1° Un tenseur a ra ae et 

CNT) 
2 


(n— 1) 


_ \ n 
3° Un tenseur à ——— composantes ; 


composantes ; 


2° Un tenseur à composantes ; 


4° Un tenseur scalaire. 


e e r . 
122. Cas des variétés de Riemann. — Dans ce cas le tenseur de cour- 
bure d’homothétie disparait à son tour et 7 reste : 


Fi (n+1)(n+2)(n — 3) 
12 
(n—1)(n+ 2) 
2 


Un tenseur composantes ; 


- 


Un tenseur a composantes ; 


Un tenseur scalaire. 


CHAPITRE IX. : 


LES VARIETES A CONNEXION METRIQUE A TROIS DIMENSIONS. 


Le tenseur de torsion. 


123. Les résultats obtenus dans le cas général sont valables 
pour n= 3. Le tenseur de torsion se décompose en trois tenseurs 
irréductibles : : 
1° Un tenseur à cing composantes : 

Merad { Ajy 12 A3 — Aga, A 193 — Asie, As — Agios 
Ann. Ec, Norm., (3), XL. — FévRiER 1925. 8 
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9° Un tenseur scalaire : 


À 33 + Agsi + Asia} 


3° Un tenseur à trois composantes : : 
A3; ae A A2 + As; A; 2% Ads, 


dont nous allons donner des interprétations géométriques. 

124. Interprétation géométrique du tenseur à cing composantes. — 
Considérons en un point m de la variété une petite aire plane orientée, 
et appelons torsion en m du plan de cette aire le quotient par ds de la 
translation âssociée au contour de cette aire parcouru dans le sens 
direct. C’est un certain vectetir qui est bien défini, une fois chorste 
l'unité de longueur en m ('). Cela posé, il est facile de caractériser les 
variétés pour lesquelles le premier tenseur irréductible de torsion est 
nul. L'égalité : : 
A23— Asie = 0 ; 
montre en effet que si l’on considére en m trois faces planés rectaii- 
gulaires (23), (31), (12), définies par trois vecteurs rectangulaires 
€,, Go, e, rangés dans tin cértain ordre, la projection sur l’aréte (1) de 
la torsion de la face opposée (23) est égale à la projection sur l’arête (3) 
de la torsion de la face opposée (12), et aussi.à la projection sur 
l’aréte (2) de la torsion dela face opposée (31). Cette projection est 
du reste indépendante des vecteurs rectangulaires choisis, autrement 
dit la composante normale de la torsion d’un élément plan quelconque 
est, eh chaque point, indépendante de cet élément plan. 

La réciproque est vraie, et se démontre facilement par le caleul. 


125. Interprétation géométrique du tenseur à trois composantes. — 
Les composantes de ce tenseur sont les coefficients de la forme de 
Pfaff invariante 

02" = dQ? 0Q 


dw! id ‘do? 003" 


(1) C’est l'inverse d'une longueur. 
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Cette forme est indépendante du choix de l'unité de longueur. Sa 
valeur en un point m/’ infiniment voisin de m peut s’interpréter 
géométriquement en se placant dans le cas particulier wo? = =o; 
on obtient alors 

ss | (AË, + A, Jet, 


Considérons, avec un vecteur e, passant parm’, deux autres vecteurs 
rectangulaires e, ete, ; ces trois vecteurs déterminent trois faces planes 
rectangulaires. La quantité à évaluer est alors égale à la projection sur 
l’axe (2) de la torsion de la face (2: 1) augmentée de la projection sur 
l'axe (3) de la torsion de la face (31), le tout multiplié par la distance mm . 

Ce tenseur peut aussi être interprété comme un vecteur attaché à 
tout point de la variété ; mais, de ce point de vue, ce vecteur change 
avec le choix de l’unité de longueur. L’ élément plan perpendiculaire 
à ce vecteur se caractérise facilement par ce qui vient d’être dit. 


126. biter p' ‘élation géométrique + tenseur scalaire de torsion. — Ce 
tenseur, qu’on peut appeler la torsion scalaire, s'interprète de lui-même 
comme étant la somme des projections sur trois axes rectangulaires 
issus de m des torsions des éléments plans orientés qui leur sont res- 
pectivement perpendiculaires. Cette torsion scalaire est le coefficient 
de la forme déjà rencontrée 


[o'Q,] + [w?Q, 1 + [o's], 


qui est attachée à un élément de volume de la variété; cette forme 
n'est pas indépendante du choix de l'unité de longueur; elle est de 
poids 2, tandis que la torsion scalaire est de poids — 1 (inverse d'une 
longueur). bs 

Ajoutons que, d’après ce quia été vu au n° 66, les variétés pour 
lesquelles les lignes droites réalisent une valeur stationnaire de la lon gueur 
sont celles pour lesquelles les deux tenseurs trréductibles non soaldires 
sont nuls. Ces variétés ont en chaque point une torsion indépendante 
de l’élément de surface par rapport auquel on la détermine. Ona 

<y ‘ 


Qi =alo* ot] © ,= a[ oto], 2,=alo!w? |. 
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Le tenseur de courbure. 


127. Le tenseur de courbure d’homothétie est irréductible. 
Quant au tenseur de courbure de rotation, il se décompose en trois 
tenseurs irréductibles : 


1° Un tenseur à cing composantes : 


L 
Ass Ais A FA A,te + Aoi,13 Ato,93 + Ass; Aos.31 + Aus,30 


2° Un lenseur à trois composantes : 


A31,12 = As1,13 Asa — A 32,919. As,a1 =p, À 15,32; 


3° Un tenseur scalaire : 
Re 
A&3+ AÿI+ AI. 


128. Interprétation du tenseur à cing composantes. — Appelons 
courbure d’un élément plan passant par m le quotient (affecté d’un 
signe convenable) par l’aire de l'élément de l’angle dont a tourné la 
projection sur le plan de cet élément d’un vecteur situé initialement 
dans le plan de l'élément et transporté le long du contour de cet 
élément de manière à rester de proche en proche équipollent à 
lui-même. | 

Cela posé, on démontre facilement, comme dans le cas des variétés 
à deux dimensions, que la courbure de l’élément plan formé par les 
deux vecteurs rectangulaires e;, e; est A. 

On voit d’après cela que st pour une variété le tenseur de courbure à 

- cing composantes est nul, la courbure en un point est la méme pour tous 
les éléments plans passant par m; elle est indépendante de la direction 
de plan choisie en m. On démontre facilement la réciproque. 


129. Interprétation du tenseur à trois composantes. — Les compo- 
santes de ce tenseur sont les coefficients de la forme vectorielle 


[w'(de,)'] = ex[ wa], 
qui a évidemment une signification intrinsèque, indépendante du 


» bd ’ rad : eam | 1 [2 
choix de l’unité de longueur. C’est un vecteur attaché à un élément de 


Le 


« 
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volume de la variété, et dont l’expression complete est 
~ L(AS12 — Adys)@1+ (As, — AS a1 )@2+ (A3, — Als) ea] [wt w?w?]. 


Pour interpréter géométriquement cette expression, définissons 
d'abord ce qu'on appelle la courbure d’un élément plan orienté par 
rapport à un autre élément plan orienté. Si l'on-définit un sens positif 
de rotation dans chaque élément plan et si l’on prend dans le pre- 
mier un contour fermé infiniment petit supposé parcouru dans le 
sens direct, un vecteur, initialement dans le plan du second élé- 
ment et transporté par équipollence le long de ce contour, prendra 
une position finale dont la projection, sur le plan du second 
élément, fera un certain angle e avec le vecteur initial; c’est le 
quotient (algébrique) de cet angle < par l'aire qui limite le contour 
décrit qui définit la courbure relative considérée. Si les deux 
éléments plans coincident, on retrouve la courbure précédemment 
définie. Mae 

Cela posé, construisons en un point m trois vecteurs rectangu- . 
laires, qui déterminent trois directions positives (1), (2), (3), et trois 
éléments plans orientés (23), (31), (12) que nous pourrons encore 
numéroter (1), (2), (3). La forme associée à un élément de volume 
est alors égale à un vecteur dont la projection sur la direction (7) est 
le produit du volume de l’élément par la différence entre la courbure 
de l’élément plan (7) par rapport à l’élément plan (4) et la courbure 
de l’élément plan (#) par rapport à l’élément plan (7), les trois 
indices ¢, j, & formant une permutation paire. 

Le quotient de ce vecteur par l'élément de volume dz est un vecteur 
définissant ce qu’on pourrait appeler la courbure gauche de la variété 
en m, le mot gauche se rapportant à la non-réciprocité des courbures 
relatives de deux éléments plans. 

Les variétés pour lesquelles le second tenseur irréductible de 
courbure est nul sont caractérisées par la propriété que la courbure 
relative de deux éléments plans est réciproque. 


130. Le tenseur scalaire de courbure. — Il définit, changé de signe, ce 
qu’on appelle la courbure totale de la variété en m ; elle est égale à la 
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somme des courbures de trois éléments plans rectangulaires quel- 
conques passant par m. 


Les variétés à torsion nulle. 


131. Dans le cas des variétés à torsion nulle, le tenseur de courbure 
‘de rotation à trois composantes se confond, comme nous l'avons yu 
pure 9 aay 
plus haut, avee le tenseur de courbure d’homothétie. On a, d’une manière 
plus précise, 
Asta AS 42 = Ass: 
Aa 
A3 
=< 


Age — Adsy Au 


2 = 
Pt Pas Aves Le Ags 


formules qui seraient susceptibles d’une interprétation géométrique. 
_ La non-réciprocité de la courbure relative de deux éléments plans tient, 
lorsqu'il n'y a pas de torsion, à la non-conservation de la longueur d’un 
vecteur quand on le transporte par équipollence le long d’un contour 
fermé. 

Si la courbure d’homothétie est nulle, c’est-à-dire si la variété est 
à connexion euclidienne (et à torsion nulle), autrement dit s l’on a 
affaire à une variété de Riemann, il y a réciprocité pour la courbure 
relative de deux éléments plans. 


152. Sur une variété remarquable à connexion métrique. — Cherchons 
si une variété à connexion métrique (ou euclidienne) peut avoir le 
même degré d’homogénéité que l’espace euclidien. S'il en est ainsi, à 
chaque point de la variété ne peut être attachée aucune direction 


privilégiée, par suite la courbure d’homothétie est nulle et les tenseurs | 


(de torsion et de courbure) à trois composantes sont également nuls. 
Il en est de même des tenseurs à cinq composantes, car, comme on le 
voit de suite, à chacun d'eux est associé un cône du second ordre 
capable d’un trièdre trirectangle et les axes de ce cône seraiént des 
directions privilégiées. En définitive, il ne doit rester que la torsion 
scalaire et la courbure scalaire, et les formules de structure se 
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réduisent à : 
(of)! =[o?o)] + [o%o!]+ af? ], 
(o*) =[olot] +[ofui] + a[o%ot | 
(9?) =[o'o?] +[o%03]+ afotat]; | 
( 3)’ = [30,3] + bot], 

(ou) = [oo | + blow cae 

(w,:) = [w? ox] ok ARS yt |e ee 


La dérivation extérieure conduit aux relations 


[daw?w*] =[daw>w'|]—=[daw'w?]=0, 


[ dbo’? w*| = [dboiwt|= L2e Sol fea Ot 


elles montrent que a et b sont des constantes. La variété est donc à 
courbure et à torsion constantes et de plus les droites sont les lignes les 
plus courtes. 

Ces variétés admettent un groupe de transformations à 6 paramétres 
comme l’espace euclidien. Elles s obtiennent en partant d’un espace (E) 
— euclidien, ou non euclidien à courbure constante, dans lequel on convien- 
drait de regarder comme équipollents deux vecteurs d’ origines infiniment 
voisines m et m si, au sens de la géométrie dans l’espace (E), on peu 
passer de l’un à l’autre par un déplacement helicoidal d’axe mm’, de 
sens donné et de pas donné. 


he Le < I 
Le cas ot l’espace (E) est euclidien correspond a b =70 la 
courbure de la variété est le carré de sa demi-torsion (!). 


Invariants intégraux. 


133. Les invariants intégraux scalaires d’une variété à connexion 
_ métrique. — Revenons au cas général et chérchons si à un élément de la 
variété à 1, 2 ou 3 dimensions on peut associer une quantité scalaire 
qui soit un invariant absolu (indépendant de l'unité de longueur 
choisie) et telle de plus que ses coefficients dépendent linéairement 
des composantes des tenseurs de courbure et de torsion. 

_ Remarquons d’abord qué si l’on attribue aux longueurs le poids 1, 
2 es ‘sf devon étre considérées LE poids 1, les e; de poids — r, les QF 


Yes 


ay Polk: sur ces Bepatad, une Noté sur les recanted généralisalions de Ja notion 
Wespace (Bull, des Se, math., 2° série, 1. XLVIIL, 1924, p. 294-320), 


‘la forme 
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de poids 1, Q et les Q,; de poids o, par suite les Ajj, de poids —1 et 
les A;;x de poids — 2. Rose | | 
Cela posé, prenons d’abord un invariant portant sur un élément de 
volume ; ses coefficients devant être de poids — 3, ce cas ne peut se 
présenter. | ss 
Un invariant portant sur un élément de surface doit avoir ses 


coefficients linéaires par rapport aux Aj, et A;;x. Soit Red 
B;;[wto/] 
un tel invariant; les trois quantités : 


~ 


Bas, Bai, Bis | 
constituent alors un tenseurirréductible. Il résulte de là que l'invariant 
le plus général de la forme considérée est | 
a+ Bi(AI, — Abie) [oo] + (ASo;— Atay) [oo!] + (At ,.— Ass) [ot w?] per: : 
avec deux constantes arbitraires & et 8. Nous avons déjà rencontré, 


dans la théorie des variétés à connexion affine, la forme entre 
accolades qui peut s’écrire cree | 


AC 
du 
Les deux invariants trouvés se réduisent à un seul pour les variétés 
à torsion nulle. Bact | 


Enfin un invariant scalaire absolu, qui serait une forme de Pfaff, 
conduirait également à un tenseur à trois composantes formé avec les 
composantes du tenseur de torsion; on retrouve donc nécessairement 


opt. ont OS : ae; 


dw! Oo)” d O03 
134. Les invariants intégraux vectoriels d'une variété à connexion — 
métrique. — Il s’agit ici d’un vecteur de la forme ; 


e.ll' + e, 1? + e, IT, 


les coefficients des formes différentielles étant linéaires par rapport 
aux composantes des tenseurs de torsion et de courbure. Le poids de 
chaque forme II’ doit être égal à 1; par suite, le poids de chaque 
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coefficient est 


— 2 si les II’ sont des formes du 3° degré; 
i 


— 1 si les Il? » aU oe ST ; 


le cas des formes linéaires est donc exclu. 


Si les II’ sont des éléments d’intégrales tbe il correspond à la 
forme vectorielle un vecteur 


e, B'+ e,B° + e,B: 


les coefficients B‘ forment donc un tenseur irréductible à trois com- 
posantes (un vecteur). On aura par suite la solution générale 


a(e1AÀ,;—+ e A; + 6; Ais) [Loto] =. Be;[w“Q; ]. 


La seconde forme a déjà été signalée; quant à la première, elle 
peut s’écrire sous la forme condensée [dmQ]. 
Si les II’ sont des éléments d’intégrales doubles, on aura un vecteur 


de la forme 
e; B How]; 


par suite les CRE Bi, se fransformeront comme ceux du tenseur 
de torsion. Il n’en résulte pas qu'ils leur soient proportionnels. Tout ce 
qu'on peut dire c’est que chacun des tenseurs irréductibles dans 
lesquels on peut décomposer le tenseur Bi, aura ses composantes 
proportionnelles au tenseur irréductible correspondant provenant 
de A’. Autrement dit, on aura 


B, 23 — B312= a (Ay23— A319) B; 31 — B,12 = ot (As 31 — A3,12), 
Bi; — Bi; — a(AT,— Ai), ..., 
BR Bis = GAT FAI), 
Byos + Boga -+ Baie = y (Aros + Ags t+ Asie). 


Le problème est ainsi complètement résolu, et la solution dépend de 
trois constantes arbitraires. Elle résulte des trois solutions particulières 


4 9; 2, 6; [s' es FACE €, [0203] + C2[ 0301] + el 102] |. 


On pourrait enfin considérer un invariant de la forme 


Lese:]IL + [ ese: JI, + [ee], 
Ann, Ee. Norm., (3), XLIL. — Mars 1925. | 9 
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qui est en somme un couple dont les composantes seraient des éléments 
d’intégrales simples ou multiples. Si un tel invariant ne dépend pas 
de l’unité de longueur choisie, les IT; sont des éléments d'intégrales , 
triples et les coefficients sont’des combinaisons linéaires des Aj, 
formant un tenseur a trois composantes. On obtient done la seule 
solution 
dQ! 

dm dm —— 

| m a Fk |, 
où le, produit doit être regardé comme extérieur par rapport aux 
différentielles des variables, et extérieur par rapport aux e;: 


135. Les invariants intègraux des variétés a connexion euclidienne. 
— Il y a lieu, pour ces variétés, d'ajouter aux invariants intégraux 
précédents ceux qui pourraient être de poids différent de zéro. On: 
les obtient facilement en appliquant la méthode précédente. On trouve : 


1° Un invariant scalaire linéaire de poids —i1 
(Ao113— Agite) ©! + (Ag201— Atoos) ©? + (A 339 — A5351) ©; 
2° Un invariant scalaire à deux dimensions de poids 1 
(A+ AR) [asus] + (AL + AL) Laser] + (AL+ AB) [ores]; 


3° Deux invariants scalaires à trois dimensions de poids respectifs 
2et I 


Ciao Aan + Asis) [tte] = [otQ] + [o*Q,] + [0* Qs]; 
(AE + AÏ+ Ai) [tote] = [o!'Q"] + [otQ"] + [org]; 


4° Six invariants vectoriels linéaires, trois de poids — 1, trois de 
poids — 2, 
Z(afy )e;Assoy; 

X( ik) Nix (e; x — ex); 

(Ares + Aogi + Asie) (10! + @2 6° + @;@°)5 
2 (ijk) (aBy) 6; À x ag Wy} 

æ (As113 — Asue) (8203 — @3 We ) 
+ (A 3291 — Ass) (CN — 8103) + (Ajg32— A3) (©; @2— 830) ); 5 
(AB Abt Ai) (@,0' + ©)? + @;0°) ; ; 
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°° Trois invariants vectoriels à deux dimensions de poids — 1 


Z(ijk) e;Qix; 
[ (Asii3— Agit2) ©! + (Ago0i — Auses) G)~ 24 (A3 — Ago331 ) a? | 
at SE + @;@°]; 
(A5 + + AS) (e. [ww] + @2[ 30, ] + @3[ 10 |); 


6° Un invariant vectoriel à trois dimensions de poids 1 
e;At,[o'w2w?]; 


7° Enfin les invariants bivectoriels qui se dec des invariants 
vectoriels en changeant respectivement e,, e@:, e, en [e, es]; 
[e,e,], [e, e.]. j 

Remarquons que de tout invariant intégral linéaire on peut déduire 
un invariant intégral à deux dimensions en changeant respectivement 
w', o?, 0° en [w,0;], [@,,], [w,w,], et réciproquement. Remar- _ 
quons aussi que certains des invariants intégraux trouvés n’ont en 
réalité une signification intrinsèque que si l’on a ortenté la variété ; 
ce sont ceux pour lesquels le signe de chaque coefficient dépend de la 
parité d’une certaine permutation des trois indices 1, 2, 3, 


: CHAPITRE X. 


_ LES VARIÉTÉS À CONNEXION MÉTRIQUE A QUATRE DIMENSIONS. 


136. La différence essentielle <a le cas n wae et le cas général 
tient à ce que le groupe des substitutions linéaires d’une forme 
quadratique a quatre variables est semi-simple au lieu d’étre simple 
comme dans le cas général. Il est omen au groupe à six para- 


mètres pe 
, _ axr+b De” oe Ate By 
ee geet. Est 77 +0 


Cela du reste correspond à une propriété géométrique bien connue. Si 
l’on regarde les quatre variables x’ d'une forme quadratique quaternaire 
| gomme les coordonnées homogènes d’un point dans l'espace, les 
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f 


substitutions linéaires qui conservent la forme correspondent aux 
“homographies qui laissent invariante une quadrique (la quadrique 
* fondamentale); or, chacune de ces homographies transforme entre” 
elles les génératrices rectilignes du premier système (par une trans- 
formation homographique à une variable) et transforme entre elles 
les génératrices rectilignes du second système (par une autre 
transformation homographique à une variable). 


137. Considérons deux vecteurs 2’ et y’ et les six quantités 
ai yi— ai yi= pi. 


- Si l’on regarde les x* et les y’ comme les coordonnées homogènes de 
deux points dans l’espace à trois dimensions, les p”/ sont les coor- 
données plückeriennes de la droite qui joint ces deux points. La 
droite (g) conjuguée de cette droite par rapport à la quadrique fon- 
damentale est l'intersection des deux plans 

TX =0, LA ET 


- 


par conséquent ses coordonnées plickeriennes sont données par les 
relations a à ack Pass £ 

g*® ges oe q'* qe 4" 
sa Pas Psi prs z 


Pie P24 Ra 


= Cherchons en particulier dans quel cas cette droite conjuguée 
coïncide avec la droite primitive, c’est-à-dire dans quel cas cette 
droite est une génératrice de la quadrique. Il faudra pour cela 
qu'on ait | | : 


Pig Mijkl) p™, 


en désignant par (tk) le nombre + 1 ou —1 suivant que la permuta- 
tion des quatre indices distincts 7, 7, 4, 7 est paire ou impaire. On 
aura de méme 
pu (ik) pi, 
- dot 
d’où enfin NE MPR | 
M= gigigmeuz £. - 


Les génératrices du premier systéme seront. par exemple celles 
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pour lesquelles on a 
Pig =VE (UAL) pM, 
celles du second système satisferont au contraire aux relations 


Pip =—Ve (ij kl) pl, 


Etude du tenseur de torsion. 


138. Dans le cas général nous avons défini un premier tenseur 
irréductible de torsion au moyen de la forme génératrice 


a (al bk — blak) Aix, 
où les paramètres a‘ et b' satisfont aux relations 
| a;a' = 0, a;b'= 0, bb O. 


L’application de ce procédé donnerait ici un tenseur a 16 op oes ee 
Mais ce tenseur n’est pas irréductible. 

Pour obtenir un tenseur irréductible, il faut encore partir de Ja 
même forme génératrice, mais supposer que les points (a’) et (b') sont 
situés sur une méme génératrice de l’un des deux systémes, du premier 
par exemple. Le tenseur à 16 composantes va ainsi se décomposer en 
deux tenseurs irréductibles conjugués à 8 composantes. 

_ Pour déterminer le premier d’entre eux, cherchons par re 
les relations obtenues en annulant toutes ses composantes. Ces 
relations exprimeront que l'égalité 


chee ES … Aggat(ai bk — bi ak) =o 

a lieu toutes les fois que les deux points (a‘) et (b°) sont sur une 
. même génératrice du premier système. Transformons les coefficients 
des A,;, pour Jesquels les trois indices ¢, a Æ sont distincts, en 
remplaçant a/b* — b/a* par sa valeur ea = FRI) (a;b; — b;a;), et 
réunissons les deux termes 

Ainat(aéb!— bial) + Ta Aunt jkil) a'(a;b:— bia) 
ee 8 


= jai (skit) FAs | a;(aïb! — bia’), 


œ 
fo) 
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L’égalité qui doit étre vérifiée est alors 


Bya;(a’ b!— bia’) — 0; 
en posant 
By Abt (jkil) su Agk- 
8 


Il existe un moyen de satisfaire à cette égalité, c’est de poser 
Bu= Ay, 


les 2, désignant quatre quantités arbitraires. Cela fait 12 relations 
entre les A‘, et les X,,'par suite 8 relations entre les Aj ,» autrement 
dit le nombre exact de relations cherchées. 

Par suite les deux premiers tenseurs irréductibles conjugués de torsion 
ont pour eli ee les huit quantités 


Al — ARE (aj kl) SH ae (Aix Any), A A+ (if ke) Ne. Ajxi— Axi) 
fo) . 
(= 1, 2, 3, 4). 


On retrouve les composantes du tenseur formé de ces deux tenseurs 
conjugués : ce sont les quantités 


k 
Au— Ak, Aijk— Ajris 


139. Interprétation des premiers tenseurs irréductibles de torsion. — 
D'après la manière même dont ce tenseur a été calculé, on voit que 
les variétés pour lesquelles le premier tenseur conjugué est nul sont 
caractérisées par la propriété suivante, qui traduit Geo gus Dl 
l’équation (1). 

Considérons en un point m de la variété un élément plan isotrope 
du premier système, c'est-à-dire dont toutes les directions aient un 
ds? nul ; la translation associée au contour ferme de cet élément Paes se 
fait suivant une direction de cet élément plan lui-même. 

Les variétés pour lesquelles les deux tenseurs, s’annulent sont 
caractérisées, comme dans le cas nr = 3, par la propriété qu’étant 
données trois directions rectangulaires quelconques (1), (2), (3) 
issues d’un point m, /a projection sur la-direction (1) de-la torsion de 
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l'élément plan (23) est égale à la projection sur la direction (2) de la 
torsion de l'élément plan (31). 


140. Les deux derniers tenseurs irréductibles de torsion. — Ce sont les 
mêmes que dans le cas général. L'un, à quatre composantes 
t Any i ; t 


FA) 12 A3) i4) = 


est associé à la forme de Pfaff invariante 


. | dQ! 02 0 0 


2 Rs aes és ee 
Se do! ss Oo” a da? nA Ow*? 


il se comporte comme un vecteur. 
L'autre, également à quatre composantes 


Bi Age Ait Any; — (Af Ak=1, 2; 3, 4), 
est associé à la forme 
| [o'Q,] + [o*Q] + [092] + [o*Q], 
ou encore ie forme-de Pfaff 


: | 
(3) , Bose oi — Bis, 2+ Bios 3 — Byo3 @,; 


cette dernière est indépendante du choix de l'unité de longueur. 
L'interprétation géométrique de la forme (2) est la suivante. Soit 
un point m’ infiniment voisin de m, et qu'on peut toujours supposer 
sur le vecteur e,. Menons en m trois autres vecteurs rectangulaires 
e,, e,, e,. La valeur de la forme au point m! est égale au produit de la 
distance mm’ par la somme des projections respectives sur les arêtes (2), 
(3), (4) des torsions des éléments plans (21), (31),(41). 
nel” interprétation géométrique de la forme (3) se fait d’une manière 
analogue. On n'a qu'à multiplier par la distance mm'la somme des 
projections respectives sur les arétes (2), ( 3), (4) des torsions des éléments 


‘ plans (34), (42), (23). 


Les deux formes de Pfaff obtenues donnent naissance a deux 
invariants intégraux linéaires attachés à à la variété 


La Bam ce Bis o2+ ee Pais 
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Le tenseur de courbure d'homothétie. 


141. Les composantes A;; de la forme Q se transforment comme 


les quantités 
GA à reed PA À 


elles forment donc deux tenseurs irréductibles conjugués 
An+VgA“, Au+VgA%, Ait Vg At; 
As—VgA", Au—VgA#, An—VeA™. 


Les composantes du premier tenseur sont les coefficients de la forme 
(Aust VA") ([oto'] + a DES) + (Au+ ZA) (Coro te Lou) 
+ (Au VAN) (Later + Fave], 

i V8 


qui peut encore s’écrire 
Ass[w2w?] + A, [oo] + Aye[o!o?] + Ay,[o'o'] + Ag [o%o'] + A; [oo] 
+Vg | A3 [ot CHAT ot] + Alu w*] + A'[ w?w?] 
+ A*[w>ow!] + A*[o'w?] |. 
\ oR e Là 
Le second tenseur est associé à la forme conjuguée. 


On voit ainsi qu’en dehors de la forme Q elle-même qui est inva- 
riante absolue il existe une seconde forme invariante absolue 


Z(éj kl) AËT ww]. 
Dans la théorie de H. Weyl, la première forme représente le champ 


électromagnétique; quand à la seconde, sa dérivée extérieure définit 
l’Aypercourant élémentaire. 


Le tenseur de courbure de rotation. dé 


142. Les composantes A;;x de ce tenseur se transforment entre 
elles comme les quantités 


(2i¥j— Lj Yi) (xt Zt) = pique 
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Nous allons poser 


Pat Vepi=28 pat Vgp™=28, pit Ve p= 28, 
a Vgp'=28,  py—Vgp*=28, pa Ve p*= 28. 


Onaalors - 


Past i, Pis Et E, “pra E+ 8, 
ph= EB), hee ok A alr) ; waste 3__ fs . 
| p = A NES ea ) 


Pour savoir comment se transforment les quantités & et &, 
remarquons que chacune des relations | 


Pas PE Pa P° + Pis PE PP + Pa P+ Ps (p= 0, 
Pos Pis + P31 Pos + Pis Pass = 0 
est invariante. Et elles s'écrivent respectivement 
gugu(é) + $2285 (E2)? + 338148")? 
#5 Peace) + gngu(E) + penis, 0; 
* Eng Ce P+ Joan (E) + S338 (FE)? 
ete Je Puello ¥= Leu CE Pc - 


Par mate a po £3 se transforment par une substitution linéaire 
laissant invariante l'équation : 


Zgigu(EY= 0: | 
Les gi se start par une autre DR analogue, mais, 
indépendante. : 


_ Nous poserons ~ | 
ire b= Ligue: 


de sorte que nous aurons | 
RE = bi} a1 © ates), | w— (Fr, 37 
teh), pea a(t) pti) 
eel “EM I TA eh NE ra 
£ = == 1— Ë 5 Nr Po SE Rare Ne 
Te ee Fa 22 SEE 


AR posé, appelons n'etn' les quantités qui jouent pour les gx le 
~ Ann. Fe. Norm., (3), XL. — Mans 1925. A 


PCR ES TON 
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même role que les & et 2‘ pour les pj. Nous aurons done une 


t 
correspondance entre les jee et certaines formes linéaires en &', z 


d’une part, 7’, n° d'autre part. Nous désignerons par £, 7, & les trois 


indices 1, 2, 3 rangés de manière à Gone une permutation paire et 


nous poserons ‘ 
Ay dj — Akk'y Aka DKK, 


Ags, vj = Ckk's Ags, na Aen 
Nous aurons alors les formules de correspondance suivantes : 


bin! = ai + 8 dit’ + VE (ci + bi)— air, | | z 
Eini = ais gd —V/g (cy + bi) = pi}, 
Bin? = au gdh Ve (ey — bf) = y, 
Fy? = AE gait — Ve(cir— b#) = dF 
Nous avons done déja décomposé le tenseur général de courbure en 
quatre autres tenseurs, dont chacun à 9 composantes. Les deux 
derniers sont manifestement irréductibles. Étudions le premier. Cette 


étude est identique à celle qui a été faite pour n= 3. Le tenseur En” 
se décompose : 


1° En un tenseur irréductible à 5 pages den 
En ont, Ent—bint, Ent+nr, Re be at Sac 
2° Un tenseur irréductible à 3 composantes ‘ 
En — 4 a, El EL, Ely? — ab ae 


3° Un tenseur scalaire et: 
En ci E yn? ii En}. 


Par suite le tenseur de courbure se décompose en 8 tenseurs irréductibles : 


1° Deux tenseurs à 5 composantes 


1 3 CAE AN 
do a3—ad, a+ a, git gtd, a+ gt; 


BE Hs BM 48M, pmeg, pupu 
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2° Deux tenseurs isomorphes à 9 composantes 


1 WY 18,8), 
on Oe ae =e eR Pas 


3° Deux tenseurs à 3 composantes 


23 a, x — al3, plese ot; 
633 — B22, Bet pis, Bi? — BAL: 
4° Deux tenseurs scalaires 
ol + où + où: 
Bl +83 
Les deux tenseurs à 9 composantes sont dep Opes. en ce sens que 
les 6’ se transforment de la même manière que les y”. On peut donc 


leur substituer les deux tenseurs, également irréductibles, dont les 
composantes sont respectivement 


pit + dti; 
yi — dit, 


On peut de même substituer aux deux tenseurs scalaires leur 
somme et leur différence. En effectuant complètement le calcul, on 
trouve pour les composantes des 8 tenseurs irréductibles : 


1° et 2° Deux tenseurs à 5 composantes (¢ = +1) 


CE Ale on ae = (Asie + Aus, 23 — Are, 34 — A3s,1o); 


§ 
Agi se Ag A Alp ae ane Aves — Ate ga fas: 12) 
VE 
HAE pate He Tee ae Ai y— Ay M) “ie e/g (Ay ae Ar LÉ AY SE Aix) 
(Ykl) =r; | 


oo Un premier lenseur à 9 composantes 


12 84 
A5 — A Sy A,” 12 £434) 


CE eee Lies A AN 


. 29 CO 
4 LES 
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4° Un deuxième tenseur a 9 composantes 


A3, — A4s,23: Asi,2e— Ags,siy A 2,35 — A 34,12 


Afy— Ai — Afij+ Aju LES = k oe PSE, 2; as 4); 
5° et 6° Deux lenseurs à 3 composantes (¢ = +1) 


ge gu (AS 5 + Ady 1e À i ju) a= € Vz (Aka ae Agit Te Alin Av/jx) 
(AD) =1; 


7° Un premier tenseur scalaire 
A+ A+ AË+ Ali + A+ A; 
8° Un deuxième tenseur scalaire 


Aos,14 + As1,28 + Aou + Au,23 + Ags.31 + Asso. 


143. Les deux tenseurs à 5 composantes. ,— On démontre sans 
difficulté que les variétés, pour lesquelles les deux tenseurs à 
5 composantes sont nuls, sont caractérisées par la propriété suivante. 
Considérons en un point m quatre directions rectangulaires 1, 2, 3 et 4; 
les six éléments plans formés par ces directions prises deux à deux 
forment trois couples d'éléments opposés ; /a somme des courbures de 
deux éléments plans opposés est la méme pour chacun de ces trois couples. 


144. Le premier tenseur à g composantes. —- On a vu, dans l’étude du 
tenseur de courbure d’une variété à connexion affine, l’existence 
d’une forme différentielle quadratique invariante 


k ” Pe 
Aix @' 0; 


on constate facilement que les composantes du tenseur a étudier sont 
les coefficients de la forme quadratique 


k AS I ï ‘ 4 3 
Ai jeo'e!— = (Ag+ A+ A+ A+ A+ AM) of. 


Cette forme quadratique est de poids zéro : elle est indépendante de 
l’unité de longueur choisie. 


On peut interpréter géométriquement cette forme; prenons pour 
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cela le terme en w,'; il est “al à 
I 4 4 
> (AB+ A + AR AR Ke Aji). 


Étant donné un point m’ infiniment voisin de m (m’—m + dm), 
considérons quatre axes rectangulaires issus de m, le premier étant 
dirigé dans le sens qui va de m vers m’. On forme avec ces quatre 
axes six éléments plans rectangulaires deux à deux. La valeur 
numérique de la ome quadratique pour le point m! est égale au carré 
_de la distance mm’, multiplié par la différence entre la demi-somme des 
courbures des trois rene plans perpendiculaires au premier axe et la 
demi-somme des courbures des trois éléments plans qui contiennent cet 
axe. Cette-valeur est indépendante de l’unité de longueur choisie. 
Les variétés pour lesquelles le premier tenseur à 9 composantes est 
nul sont caractérisées par la propriété que deux éléments plans rectan- 
- gulaires (*) ont méme courbure. 


145. Le second tenseur à 9 composantes. — On démontre de même 
que les composantes de ce tenseur sont les coefficients d’une forme 
quadratique différentiellé invariante absolue, à savoir 


: (Au + Ari + Aie — Ari — Ati — Ajui)oie 
+ 2 (ijkl) (Af, + Abin — Ah — Ar) ©29;- 


L'interprétation de cette forme s'obtient facilement en considérant 
le terme en w,w'. Étant donné un point m infiniment voisin de m, 
on mène parm quatre axes rectangulaires, le premier passant par m’; 
la valeur de la forme pour m’ est égale au carré de la distance mm’, 
multiplié par la demi-difference des courbures des éléments plans perpen: 
diculaires au premier axe par rapport aux éléments plans opposes et des 
courbures des éléments plans contenant le premier axe par rapport aux 
éléments opposés. 
On déduit de la facilement ie propriété caractéristique des variétés 


x 


pour lesquelles le second tenseur à 9 composantes est nul : étant 


. 


(*) Cela veut dire que toute droite de l’un est perpendiculaire à toute droite de l’autre. 


~ 
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donnés deux éléments plans rectangulaires, la courbure du premier par 
rapport au second est égale à la courbure du second par rapport au 
premier. 


146. Les tenseurs à 3 composantes. — Ils sont isomorphes aux 
deux tenseurs de courbure d’homothétie; par suite chacun d'eux est 
associé à une forme quadratique extérieure; ces deux formes sont 


AL w'o/] + NE EC AL) AS [once] |. 


Le premier terme de chacune de ces formes a déjà été rencontré 
dans la théorie des variétés à connexion affine. Le second est nouveau. 


147. Le premier tenseur scalaire. — | représente, changée de signe, 


la premiére courbure totale de la variété, égale à la somme des courbures 


des six éléments plans formés par quatre directions rectangulaires 
deux à deux. C’est le coefficient de [w'w*w*w*] dans la forme 


E(ijkD Toro; @r]. 


148. Le deuxième tenseur scalaire. — 1] représente la seconde cour- ~ 


bure totale. Etant données quatre directions rectangulaires deux à 


deux, c’est la somme des courbures relatives de chacun des six élé- 
ments plans qu’elles déterminent par rapport à l'élément opposé (ces 
éléments ayant été orientés convenablement). C’est aussi le coefficient 
de [w' w?w*w"| dans la forme 

s | [oo/Q,;]. 


Invariants intégraux scalaires et vectoriels. 


149. On pourrait, en appliquant la même méthode que dans le 
casn=3, déterminer tous les invariants intégraux scalaires et vectoriels 
dans lesquels les composantes des tenseurs de torsion et de courbure 
entrent liréairement. Nous nous contenterons, pour les variétés à 
connexion euclidienne, d'indiquer les invariants vectoriels et bivec- 
toriels à trois dimensions : ce sont les seuls qui puissent jouer un 
rôle dans les applications à la relativité. + 
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le) 


Les coefficients d’un invariant intégral vectoriel 
. e e: Al 67 ot] 
se transforment entre eux comme les quantités 
æ'|yjzr ul, 
ou encore comme les quantités 
(y Day 
_Or le tenseur xy” se décompose en quatre tenseurs irréductibles : 
le premier à neuf composantes 
| my ay, atyi aol yt 
_le second et le troisième à trois composantes 
LaYa— La +EVg (ay — y'a), ay es 
+ evglaty Yas", Piya rays VE (wy — yx"); 


le quatriéme scalaire 
ayy’. 


Or nous avons vu l’existence de deux tenseurs de courbure irréduc- 
tible à neuf composantes, de deux tenseurs conjugués à trois compo- 
santes et de deux tenseurs scalaires. I] en résulte que fa solution 
générale du problème dépend de six constantes arbitraires. Le calcul 
donne : 

1° Les deux invariants intégraux déjà signalés (Chap. I) 

L(t kl) e;[ 0; 2,0], 
CHA ]5 


2° Les deux invariants intégraux 
| dma De, oe =| = @;A;%po[o'o/ o*], 
É — ae 


» 


3° Les deux invariants intégraux suivants, dans lesquels inter- 
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viennent seulement les courbures scalaires 
Ai 3 (a8 yd) ea[mpay oa], . 
E(ij kl) Atjes Z( ABS) Cx [op wy 6]. 
150. Les coefficients d’un tenseur bivectoriel 
[e:e;] Avim[o* oo”) 
se transforment entre eux comme les quantités 
(at yi—aly')|a,tU,| ou (at y/—aiy')s", 

c’est-à-dire au fond comme les coefficients du tenseur général de 
torsion. Ils forment donc quatre tenseurs irréductibles, deux conju- 
gués à huit composantes, deux conjugués à quatre composantes. Il y 


aura donc six invariants intégraux bivectoriels linéairement indé- 
pendants. Le calcul donne 


[e,e;] [w? Q/ — w/Q'], 
Z(ijkl)[e;e;]l [ox D — wQ;], 
yp O82 SS 
[eres] [oto SS | =Leve Ag tutorat] 
[e,e;][w'w/ 2 (ab yd) Bagyo®] = X(ijkl) [eie;] Biz. [@! o/ wy], 
Z(ij AD) AG [ere;] Lo! oxo], 
Z(ijkD)B;ule:e;] [ 0; 0]. 
On a posé, comme auparavant, 


B;;x = Ai,jx + Ay nit Au: 


Plaçons-nous en particulier dans le cas examiné au Chapitre V, où 
tous les tenseurs de torsion sont nuls, sauf le dernier (celui de com- 


posantes B;,). Les six invariants intégraux bivecloriels se ramènent 
alors aux deux premiers. 


Les variétés de H. Wey]. 


151. Ce sont les variétés à connexion métrique de torsion: nulle. 
Pour ces variétés : | 
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1° Le deuxiéme tenseur de courbure & neuf composantes s’annule 
identiquement; 

2° Les deux tenseurs conjugués de courbure de rotation à trois 
composantes sont identiques aux deux tenseurs conjugués de cour- 
bure d’homothétie; 


3° Le deuxième tenseur scalaire de courbure (seconde courbure 
totale) est nul. 


Il reste donc 26 composantes pour le tenseur général de courbure. 

On peut déterminer, en appliquant la méthode employée pour n= 3, 
les invariants intégraux des variétés de H. Weyl pour lesquels les 
coefficients dépendent Penn des composantes des tenseurs de 
courbure. On trouve : 


° Deux invartants durite scalaires à deux dimensions, 
Q=  A;;[o' w/], 
Z(ijkD)A;;[ozo,]; 
2° Quatre invariants intégraux vectoriels à trois dimensions, 
Z(ijkl) e; [w;Qy], 
[dm 2] = Aj,e;[@!0/ w*], 
a ; L(y kl) eg As o% wz 0/1, 
AE (B70) eal op wy oa]; 
3° Deux invariants intégraux bivectoriels à quatre dimensions, 


[ere] [o!o/ 2] = 2 (ikl) eres] An[o' www], 
1 Y(ijkl) [e,e;] [ox 0,2] = Lezve;] AY [w'w*w3w']. 


Les formes Q, e;[w'Q], E(ÿkl)e;[w;Q,;,] ont leurs dérivées exté- 
rieures nulles. 


152. L'action élémentaire dans la théorie de H. Weyl. — Nous avons 
vu que dans la théorie de H. Weyl l’action élémentaire était néces- 
sairement un invariant intégral à quatre dimensions avec des coeffi- 
cients du second degré par rapport aux composantes des tenseurs de 


courbure. | 
Si nous supposons que ces composantes entrent sous forme entière, 
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nous sommes ramenés à former, au moyen des produits mutuels 
des A, et des A;,,,, tous les tenseurs scalaires. 
Désignons comme plus haut par 


‘ag Bs 4 
trois quantités se transformant entre elles par une substitution laissant 
invariante la forme quadratique ternaire 
bét+he HE (bi Sign): 
Bb 
trois quantités se transformant d’une manière analogue, mais les 
substitutions qui les transforment entre elles étant indépendantes de 


celles qui transforment les &. 
Les six tenseurs irréductibles de courbure se comportent : 


par 


° Le premier des deux tenseurs conjugués de courbure d’homo- 
thétie 
Ans Ve At, As VSgA%, A+ VgA™, 
comme 
IEEE 


2° Le tenseur conjugué 


q An = VeAth À; — Vga, A — ‘oe AS 
comme 


eB, Es 
3° Le premier tenseur irréductible à cinq composantes comme 
EE — EE, EE? — Ese; Bact ret tag 
4° Le tenseur conjugué comme 
Eth gE, Es, Aër— EE, êtes, Est, ANSE 
5° Le tenseur irréductible à neuf composantes comme 
EE (%, J =1, 2, 3); 


6° Le tenseur scalaire comme une constante. 


153. Remarquons maintenant que le tenseur formé de l'ensemble 


aa 1. 
r 
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des polynomes entiers, homogènes du second degré par rapport aux 
composantes du tenseur général de courbure se décomposera en un 
certain nombre de tenseurs dont chacun sera obtenu, soit en effec- 
tuant les produits mutuels des composantes d’un tenseur irréductible 
donné, soit en effectuant de toutes les manières possibles le produit 
d’une composante d’un des tenseurs irréductibles par une composante 
d’un autre tenseur irréductible. = 

Or les six tenseurs irréductibles linéaires énumérés plus haut se 
AS (en dehors du tenseur scalaire) en trois catégories : 


° Ceux dont les composantes se transforment entre pe par un 
ape isomorphe a celui des € 
2° Ceux dont les composantes se Jon entre elles par un 
groupe isomorphe à celui des E; 
3° Le tenseur à neuf coher: qui fait intervenir à la js les 
deux groupes. | 


Il est évident que les tenseurs du second degré obtenus en multi- 
pliant un tenseur linéaire irréductible de la première catégorie par un 


tenseur irréductible de la seconde catégorie sera irréductible et appar- 
tiendra à la troisième catégorie. Quant au produit de deux tenseurs 
irréductibles de la première catégorie, il sera de la première catégorie, 
mais non nécessairement irréductible; il en est de même du produit 


de deux tenseurs irréductibles de la seconde catégorie. 


154. Cela posé, parmi les te A. du second degré, il y 


aura d’abord le carré de la courbure totale 


(Ay) 


Les autres proviendront soit du produit de deux tenseurs linéaires de 
la première catégorie, soit du produit de deux tenseurs linéaires de la 


seconde catégorie, soit du produit du tenseur (à neuf composantes ) dé 


Ja troisième catégorie par lui-même. 


Placons-nous d abord dans ce dernier cas, et désignons par 


gi 


_ les composantes de ce tenseur, qui se transforment entre elles comme 
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les quantités &'&/. Les produits €/§” se transformeront comme les 
quantités ae PME 
EI nt nt + EE ain’, 

où les 7’ se transforment comme les Ë' et les 7/ comme les £. Or les 
tenseurs irréductibles formés avec les quantités £'y"  7/’ s’obtiennent 


en multipliant les composantes d’un tenseur irréductible formé avec 
les Ex” par les composantes d'un tenseur irréductible formé avec 


les Ÿ 7’. Si nous voulons obtenir un tenseur scalaire, il faudra partir 
. , Ci 4 . ‘ 
d’un tenseur scalaire formé avec les ¢'7”; oril yen a un et un seul, 
à savoir 
En Es + Eng; 
cela nous conduira au tenseur scalaire 
(6! + Ens+ Eng) (Emi + En + Etns), 
c’est-à-dire, en revenant aux notations primitives, 
TEE ad + CITE + EE + EE, + GE + LE, + EYE yo + €?! Cot. 
Comme les,” sont en fait les coefficients de la forme quadratique 
Tig ean at * , ; 
AjPip@! ot — (ARs + ASIE ASH ATG + Agi + Agt) oo! 


ai 0'+2..+ af 0 0 + 24j;,0!w?-+...+ 245,03, 


l’invariant scalaire formé avec les carrés et les produits des coefficients 


est bien connu, c’est (') 
ail a;;. 


tn 

Partons maintenant du produit de deux tenseurs linéaires irréduc- 
tibles de la première catégorie. D'abord en multipliant par lui-même 
le premier tenseur à trois composantes §', £?, £*, nous obtenons le 


(1) D'une manière plus précise, c’est 
May+...+ 2aajyt+...; 


cel invariant est celui qui est utilisé par M. Eddington pour représenter l'élément d'action, 
tandis que M. H. Weyl utilise le carré de la courbure totale | 
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tenseur scalaire 
tit met RE ES, 
qui donne ici 


SAYA + 2/8 (Aza 15 + Asi Ao As A3). 


Il en résulte existence de deux tenseurs scalaires du second degré 


AV A;;, 
Ags Au + Ag: Aa + Ayo As,, 


le premier d’entre eux est, dans la théorie de M: H. Weyl, l'action 
électromagnétique. 

Le produit du premier tenseur linéaire à trois composantes par le 
premier tenseur linéaire à cinq composantes ne donne pas de tenseur 
scalaire. 

Le produit du premier tenseur linéaire à cinq composantes par fe 
même fournira au contraire un tenseur scalaire 


nee NT an) BCE?) (EE) + 8(E 8) (B81) + 3 (EE) ( E'Er) 
mr (ere nn) Eee” be). 


On obtient ainsi deux nouveaux tenseurs scalaires conjugués; le 
calcul montre qu'ils se nr linéairement des deux tenseurs (‘) 


(BY _ BY Bi + 2BY BI + 3 BY Bie — - 6 BY. Bi/ + 6 Bi, BY 
X (ijkl) [BY Big ils Bi i, Bi; |: 
où l’on a posé | 


Bou ; (Air + Agus) (rl =). 


En définitive nous obtenons six tenseurs scalaires du second degré 
et six seulement, de sorte que la forme générale de l'action élémentaire 


(1) Pa pane plus précisele premier tenseur est la somme des termes analogues a 
is CES, + 2B12B3i + 3B43 B73 — 6B43 B7i + GBi7 B33; 


- dans le second le terme B/,; B ‘it qui provient de Bi, By Taj par échange des indices z Bt k, 
jet J ne doit pas étre regardé comme distinct de lui. 
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de M. H. Weyl contient linéairement six constantes arbitraires (*) : 
a SAYA;; + B(Ass Ai + Ass Any + Ata Ags) + y(ZAÏ) + 02 a4 aj; 
+ AE [ (Bi)? — BY Bik + BY BH + 3B4, Bi — 6B Bi! + 6 Bi Bi! 
+pE(ijkD [BY Be + Bip Bey]. 

155. La « quantité de mouvement-masse » élémentaire dans la théorie 
de M. H. Weyl. — M. H. Weyl déduit cette quantité de mouvement 
de l’action élémentaire par le principe d’Hamilton généralisé. Si l’on 
part de la forme générale qui vient d’être obtenue de l'action élémen- 
taire, les composantes de la quantité de mouvement-masse élémentaire 
sont des polynomes entiers et du second degré par rapport aux com- 
posantes du tenseur de courbure et à leurs dérivées. On pourrait se 
proposer de chercher directement tous les invariants intégraux EI, à 
trois dimensions, dont les coefficients sont entiers et du second degré 
par rapport aux composantes du tenseur général de courbure : cette 
forme devrait naturellement être symétrique, c'est-à-dire satisfaire 
aux relations 

[oj] = [oH] 

si l’on voulait que le principe de conservation fût vérifié. Il est pos- 
sible de résoudre le probleme dans ces conditions en employant 
toujours la méthode fondée sur la considération des tenseurs irré- 
ductibles. Le calcul conduit à 13 invariants intégraux vectoriels 
symétriques linéairement indépendants ; six d’entre eux s’obtiennent 
du reste en multipliant le tenseur scalaire le plus général du second 
degré par la forme invariante 


X(ipkl)e;[0; 0,0]. 

Chacun de ces 13 invariants intégraux, étant symétrique, peut 

être associé à une forme quadratique | 
Gijw!w, 

Signalons, parmi les sept formes quadratiques non encore indiquées : 

1° La forme | 

Age aij 0! o! = APSF (wi), 

en désignant par F la forme quadratique a;; ww’; 
IP NE NEN VLA M SN ET AR Oe 


1 Le même problème a été résolu, suivant une méthode différente, par R. Weitzenbück 
(Siützungsb. Akad. Wissensch. W ten, t. 42911, 1920, p. 683-696 et 697-708 ). 
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2° La forme quadratique 


1 OF OF re 


4 dw? dw; = af a jp} wo! ; 
3° La forme 


liée d’une manière très étroite à la « quantité de mouvement-énergie » 
électromagnétique, laquelle est associée à la forme 


‘I . AS 
< AP? Ang @;@'— AjP Aj, 0! wr ; 


4° La forme 
, 1 02 OF | 


Aj, a Pwo! ot == = — — 
LR 200? Oo,’ 


5° La forme 
XU KL) Ni; ay? 07695 
les deux derniéres formes ont des expressions assez compliquées. 
Le calcul montre qu'aucune combinaison linéaire des tneariants inté- 
graux vectoriels à trois dimensions correspondants ne satisfait à la loi 
de conservation, du moins si l’on admet que le coefficient constant de 
la « quantité de mouvement-énergie » électromagnétique ne soit pas 
111: PERS , | 


Les variétés de Riemann. 


156. Ce sont les variétés à connexion euclidienne et torsion nulle. 
Elles ne possèdent que deux tenseurs conjugués à cinq composantes, 
un tenseur à neuf composantes et un tenseur scalaire. 

En dehors des invariants intégraux signalés pour les variétés 
de H. Weyl, elles en possèdent qui leur sont propres. Ce sont, en 
mEEppeaut les coefficients linéaires par rapport aux Au 


1° Un invariant en fini, la courbure totale ; 
2° Deux invariants linéaires vectoriels 


vs 
Aff e; wf, 
A exo; 
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3° Six invariants bivectoriels à deux dimensions 
[e;e;]Q, 
Zi kl)j[e:e;]Qy, 
Z(xBy)[ese;]AÏaloywal, 
X(t7kl)(aByd) [ere,] Arag[ yo], 
Aij Leues] [ut ot, 
AÏ X(aB yd) [eg eg] [oy oa]; 
4° Un invariant scalaire à quatre dimensions 


AY [o!o? o> at] = E(ij kL) [who Q#7, 


Les formes [e; e,] Q” et E(y#l) [e;e,] Q,, obéissent à la loi de conser- 
vation. 


— Lin F 
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L'ÉQUATION DE LA DEFORMATION DES SURFACES 


PAR LA MÉTHODE DE DARBOUX 


Par M. E. GAU 


Doyen de la Faculté des Sciences de Grenoble. 


Introduction. 


Je me suis proposé dans ce Mémoire d’apporter quelques résultats 
nouveaux dans l'étude de la méthode de Darboux, et de les appliquer 
à l'équation de la déformation des surfaces. 

Les deux Mes Chapitres concernent donc les équations tout à 
fait générales; je n’ai même pas supposé tout de suite l'équation 
linéaire parce que les théorèmes se démontrent aussi facilement pour 
les équations les plus générales; mais je n'ai pas tiré ici toutes les 
conséquences des résultats obtenus dans le cas général, me bornant 


le plus souvent à constater celles que l’on aurait à utiliser dans la 


troisième Partie, consacrée spécialement à |’équation de la déforma- 


‘tion. 


Je rappelle que j'ai démontré antérieurement (') qu'il suffit d’un 
invariant (d'ordre > 3), pour chaque système de caractéristiques, 


pour que l’on puisse appliquer la méthode de Darboux. 


1. Notations. — Nous emploierons les notations introduites par 
M. Goursat (*). Soit une équation du second ordre : 


(1) A r+ f( 2, Ji 3 Ps 938, t)—0; 


(1) CEE rendus de l’Académie des Sciences, t. 166, 1918, p. 276, et t. 176, 
1023 Pease . 
(2) Goursat, Leçons sur l'intégration des équations aux dérwees partielles du deuxième 
ordre, t. Il, p. 78. 
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Se A ges Bi 
on peut en tirer l'expression de toutes les dérivées pix = 57 apr? en 


fonction de celles d’entre elles dont le premier indice est o ou I. Si, 
dans une expression 9 (2, y, 3, Py Q» +++» Pi ++ -)» nous remplacons 
les dérivées, p;, par leur valeur tirée de (1) ainsi qu'il vient d’être 
dit, nous aurons une nouvelle expression que nous désignerons 
par[o(x, y, 3, ..., pin, ...)] et qui ne contient que des dérivées dont 
le premier indice est o ou 1. 

Nous désignerons par m, et m, les racines de l’équation 


M?— MES 


que nous supposerons dans ce qui suit distnctes ; les caractéristiques 
correspondantes seront désignées par I et II respectivement. Nous 
poserons 

RE LZ 


et nous supposerons toujours up < 0. 


' Expressions [TE |- — Dans un Mémoire antérieur (‘}, j'ai étudié 
la forme des expressions Ea , les dérivations étant faites en tenant 


compte de ce que = et ses dérivées dépendent de y. Je vais rappeler 
brièvement les résultats obtenus et les compléter sur certains points 
: : purs ; do\ |, . d 
importants. Je continuerai à représenter par (&) l'expression Ea 
où l’on a supprimé les deux termes contenant les dérivées d’ordre 
supérieur (Notation de M. Goursat). On a 


. 


ale 0 0 
[Z| = pie À Pos +L 
(2) avec 


y + q as is dp Buck ex pr 
et l’on peut remarquer en passant que 
(5 a Os 
dy ds} ds dp’ dy dt} ot dq 
a a ee 
(1) Journal des Math. pures et appliquées, 6° série, t. VII, r9r1, P. 129. 
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En continuant les dérivations on a 


af of of | 0? : 0? 0? 
(3) {ZB ie Ae ts as di Post Pi, 2 TE +2 2P1, oes pis oa 


Eee, LOS AU 
+ paa[2 os je | +Poa|> 5 ot al) 


ds 0 à 
| ÉA === Re cy eae M3pij3+ NaPo + Js, : 


où l’on a posé . 
mal SE eh val S H+ ¥ 
(4) | Js=P} 1s 8 +P bia ee + 3PisP?, 3508 tn 7 
+ Spt | Ge = gai] 384(z 9) 


3(4 dL\, of]. (æL 
+ Pas |3( zy ai) + as |+ (ae) 


d*f| a 2 
ÉTÉ D Pt (ya ait e+ Mipis + Nip, s+d, 
pa A avec’ ess 
(5) A orf ae. of 


Seed aero Pins Os + 6Pi,3 Po, Doi + 3piu 02 


= - { dM, CAR (Gt)+ CAR +). 
+ pul (Gi)+ pe HR dy OP o,s dy 


Enfin 
la|= op, s+ À pe 1+ Mipi, 5 + N5Po,s + P:P1 ma epee s+, 
; “ig SEE _ avec 
DE rs thee 
Qs [2 ie | au 3p, : &- + 3Pos mth a : 


Un simple caca de récurrence montre que cette forme, linéaire par 
rapport aux Six dérivées d’ordre supérieur, persistera. On aura donc 
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en définitive 


EE 


of 
(7) dy" = FE Pajnti + dt Po,n+2 


+ Mn Pint NhPo,n+1 + PrPint+ QnPon +I, 


avec les formules 
M= M, +| 7 oI, NN] 


oF dM,_ = 
PP, LS | Q=Qi+| dy | 
On en tire facilement, au moyen des formules qui précèdent, 


saath ft 
| 


dy 05 | ” dp’ dy ot 


5. a1) Tf. d of 
Pee aa aes pete Mee oak 


2 
__n(n—1)[ d of d of Of 
oti A Heals Lek 


\ 2 < 


‘Si l'équation (1) est quelconque, la formule (7) ne sera valable que 
pour 75; mais j'ai déjà montré, dans le Mémoire cité, qu'on pourra 
écrire 

d" d 0 
(9) Ea = on ar pros ul Mn Pin + Na Procter te a 


dès qu’on aura n2 3. | : 
Si l'équation (1) est linéaire en r, s, t, la formule (7) sera valable 


pour n24, comme on le voit immédiatement, et la formule (9) sera 
valable pour n2 2. 


of 


s of 
Remarque. — En tenant compte de ce que 5- =m, +m, et a 


le calcul montre qu’on a 
a, n(n—1) (dm om 
(10) Qu ml wD (EE ps + Fr Pow 
+ termes d’ordre inférieur a 4. 
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PREMIERE PARTIE. 


EQUATIONS GENERALES DU SECOND ORDRE. 


2. Soit une équation 
(12) P= Prin + My Pon + U(X, Y; 3, ++ +5 Pin-2s Po,n—1) 
qui forme avec (1) un systéme en involution pour les caractéris- 


tiques (II); dans le Mémoire cité, j'ai démontré (p. 136) que l’on a 
nécessairement l’identité 


ten [é ere 


| dm, 

ee | 
Lo dm, dm, dm, | Of OF | 
ee tle ae ae 


à condition que n >3;sin=3ona 


en posant 


A = — 


de ; 
EE — | = B Co? 
Fabeceea p(3A + =. os 
yet Om, _ oat 

G= Te OT. 


On voit que pour certaines équations, en particulier pour les équa- 
tions de la forme de Monge-Ampère, on aura C = o et la forme (14) se 
réduira à la formule générale. 

J'ai montré alors (Mémoire cité, p. 137) comment la connaissance 
de plusieurs équations en involution avec (1) permet de former un 
invariant; mais il est clair que le raisonnement peut être fait d’une 
manière plus générale. 

Nous appellerons fonction principale pour l équation (1 à) toute fonc- 

tion 9, qu oe soit ou non de la forme linéaire (12), qui vérifie identi- 


(14) 
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quement la relation. 
(15) |Z |+~[ 2 |= g(Aa+ BB), 


où « et 8 sont des constantes quelconques. Pour préciser, nous dirons 
que o est une fonction principale d'indices (a, f). 

Si l'équation 9 = o peut se résoudre par rapport aux dérivées d'ordre 
supérieur qu’elle contient, il est évident qu’on obtiendra ainsi une 
équation en involution avec (1); cela se démontrerait en utilisant la 
relation (15) et en raisonnant comme l’a fait M. Goursat (Leçons, t. II, 
p: 91); mais il peut arriver que l’équation 9 = o n’ait pas de solution. 

Une fonction principale d’indices (0, o) sera évidemment un inva- 
riant pour le système (II) de caractéristiques; mais cet invariant 
pourra parfois se réduire identiquement à une constante. 

Enfin, un caleul très simple, indiqué d’ailleurs dans mon Mémoire 
cité plus haut, montre qne si l’on a trois fonctions principales, 9,, 9»; 
9; d'indices respectifs (a,, B,), (%2, B.), (ts, B,), l'expression 

GBB xx qifintls x pif als 


sera une fonction principale d'indices (0, 0), c’est-à-dire un invariant. 
Si l’on a deux fonctions principales de mèmes indices, leur rapport 
sera un invariant. | 
{I sera utile dans la suite d’avoir le résultat suivant, qui s'obtient 
par un calcul très simple 


(16) Aa+BB—(B— x) [SE Pis + Te Pos | 


0 à 
ie — ms, Eke + Ma Po,s) + termes d’ordre < 3. 
3. Etude, dans le cas général, des fonctions principales d'ordre supé- 
rieur à $.—Soit n l’ordre de la fonction principale 9, d'indices (a, 8); 
on a donc 


à sl PES 
(17) | ge | +m [ $2] = oda + BB) (n> 3). 
Le calcul que je vais développer ici sera utilisé trés souvent dans la 
suite; je vais l’exposer une fois pour toutes. 


Le deuxiéme membre étant d’ordre n, les termes d’ordre (an +1) 
doivent disparaitre au premier membre; or ces termes sont, toutes 


d’ou l’on tire 
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réductions faites, 


0 : ag ; 
(Pi,n + M2Po,n41) (Gm Mere re? a 
donc 
dp - dg 
OPo,n ae ee OP1,n-1 


=, 


So Q(2, Vy 3, +. Pins) Pier uw) 
en posant 


D — Pi,n—1 + MiPo,n- 
Prenons alors comme variables x, y, 3, ..., Pine Pon—is ©, Pons 
c'est-à-dire remplaçons dans l’identité (17) p,, »-, par © — m,pa. 
Le calcul consiste à écrire d’abord l'égalité des coefficients de py,, 
dans l'identité (17), puis à dériver cette même identité par Lite à w, 
et à combiner les deux relations ainsi obtenues. On a 


do] 09 do [an 
de v8 AA È ESA 
; Ps, EE AAA OG 1Pin + Po,n ar dy ) 
PATATE te 
+ uF Pon + Cite Ponti + Pin + Po [II . 
rs OPo.n—1 lua? 1Po,n+1 1,7 0,7 dy 


Mais on a vu que, sin —123,ce qui est le cas ici, on a 


n—1 Bt es : 
eee + M2)Pi,n + Mu MaPo,n+i + Mn—1(@ — ™ Pon) + Nn-1P0,n + PAT 


. re : 
. | Se [=e + Mz) (© — M4 Pon) + ™M,MePonr-++3 


4 ayn" 


toutes réductions faites, on obtient 


[32 | + | 3 |= Aare Be a 


dx dy | ox 73 Oy 
PE : dp Z dp ) (re 
ù Es 5 Gen DTA n—2 ( FRS D. 
(18) eee dm, dm, 
pee [Slee 


—M,-1( risa M Po,n) > N,=1Po,n — Jh1 | 
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Écrivons d’abord que le coefficient de Pon est nul: 
29 09 ) 
— m 
(19) Ae : OP 1,n—2 ; 


dr dm : TE 
AE ES 


, ay CUP RS 09 
Dérivons maintenant l’identité (17) par rapport à w, en posant y= Dee: 
- il vient . | 
do' | Cd! À 09 Pas 09 - ie 'M =o'(Aan+B À 
a RE be 7 Re ie OP1,n-2 ee tare ae 


rs 
Si l’on remarque que 


(20) = [ze | + Ma Ea + m,M,-4— Nay —M, ,=An<+B, 


a 


la relation précédente devient, en tenant compte de (19), 
dg’ dg! : 
ead [+ | eo tac 7) + 8(8 01 


ce qui prouve que 9’ est à son tour une fonction principale d’in- 

dices (x — 7, B —1)(*). | 
On voit en passant que 9’ ne pourra ètre une constante que si le 

crochet du second membre est nul; cela se vérifie en particulier 

pour ® = 1, c'est-à-dire si + est de la forme (12), avec a = net 8 = 1. 
Il est clair que l’on peut répéter l'opération sur (21) et l’on aura, en 

à À 

posant 9" = Ae une fonction principale 9” d’indices (a — 2n, 8 —2). 
Cela fait trois fonctions principales qui permettent de former l’in- 

variant| |», suivant la régle du paragraphe 2(p. 94). 


\ : + ’ . 
Supposons alors que l’on sache que l’équation (1) n’admet pas d’in- 

variant d'ordre inférieur à (m + 1); le précédent doit donc se réduire 

identiquement à une constante. On en tire les conséquences suivantes : 


Re ; 


(a On peut déduire de là une démonstration plus simple et plus générale que celle | 
que j'ai déjà donnée de l'existence d’un deuxième invariant, dès qu’on en connaît un 
premier (C. R. Acad. Sci., t. 166, 1918, ps270) a Dire 
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Si a—net $8 =r, la relation (21) montre que 2! est une constante, 
c'est-à-dire que + est de la forme (12). 
Si A 1 mais «=6n, les relations (17) et (21) montrent 


1 
que oi © Fest un invariant et par suite 


1 


1=$ 
ger =k, 
d’où \ 
D = ky( Pin + Pon + U)P (k1= const. ); 


enfin, sia=£fBnr,ona = const. 


C’est la relation obtenue par Clairin ('); on en déduit immédiate- 
ment que (sin > 3), oa l’une des formes 


(1) PE (Pina + M Pon + U)TU, 
(11) 9 = EP ratMsPon tery : 


y étant une constante, U, V, u, », des fonctions d’ordre < n. 

En reportant ces expressions dans les équations (17) et ak on 
voit immédiatement que p,.,-,+ ,Po»+ u), U, ainsi que V sont des 
fonctions principales, cette derniére d’indices (— n, — 1). | 

En appliquant ces résultats à l'étude des fonctions U et V ci-dessus, 
on arrive à une classification plus précise des formes que peut 
affecter ©. Nous nous en tiendrons là pour le cas présent et nous résu- 
merons ces résultats par le : 


THéoRÈME I. -— S’il n'existe pas d’ invariant d’ordre in férieur à (n +1) 
pour les caractéristiques (Il), toute fonction principale d'ordre HO 
aura l’une des formes ci-dessus, où N est une fonction principale @in- 
dices (— n, —1) et (pin + Pont u) une fonction principale d’in- 
dices (n, 1) (involution). 


C 


4. Etude spéciale des fonctions principales du troisiéme ordre. — 
L’étude précédente ne donne aucun résultat pour les fonctions 


(*) Crairin, Sur les invariants des caractéristiques, ‘ete. (Annales de l’École Normale 
supérieure, 1920, P. 107-116. 


Ann. Ec. Norm:, (3), XLU. — Avert 1925. 13 
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d'ordre <3, ni pour les fonctions principales de la forme (12); nous 

allons étudier ces deux cas dans ce paragraphe et le suivant. 
Supposons d’abord ¢ du troisième ordre : , 
En opérant comme dans le cas général (paragraphe précédent), on 


voit d’abord immédiatement que l’on a 


9 =(Ls Ys 3, Pr Js SL), 6) = P1,2 + M2, Po,3- 


En égalant les coefficients de p,,, dans l’identité (17), on a 
20, 88) Eh ag fs tee 
—p( 3 — oh a) + ost ma )+ ae aye) ds ie "Op 0q 
; dm, ae om, a om, a on) 
au Ha) +> Cas ohana 
Se /dMs om, om, om, 
= 2)9( Gem Ge) — bo Gt Fe): 
En dérivant (17) par rapport à w, et en posant 9’ = + il vient 


dg! da! do 09. 
|= [+ mf] + (F mie 


om, Omar. am, \ 
+9} Poa (u DE Os Pray ye ti ds aan) 
rie O(m,-+ M) (alas a of 
Os dy op 
= ie ji wee om, am, 
= p(ÿ Te pe (am chi my Tt) + @!( Na+ BB). 


d ) À 
En tirant (G-m +) de la première relation et en portant dans 


celle-ci, le calcul montre qu’on a 
do! d 
(22) E |+m le ota( 3) )+ B(B —1)]+(8 — «)oC, 


G ayant la valeur (14); cette relation se réduit à la forme ere 
rale (21) lorsque C est nul, ou bien lorsque « = pb. | 
En posant ÿ = Log», cette relation s’écrit 


(23) [ae [+ [$e] =-yaas B)+(6 — x)C. 
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Or cette relation ne diffère de la forme (17) que parle terme (8 — a)C, 
qui est du deuxième ordre au plus; comme les opérations faites sur (17), 
dans le paragraphe précédent, n'ont porté que sur les termes du troi- 
siéme ordre, nous pourrons les répéter sans aucun changement sur 


CE . , , , ! . ; 
l'identité précédente ; en posant get , nous obtiendrons une rela- 


tion analogue à (22) (avec « =— 3, 8 = —1): 

‘a Ua di (4 

tem []e-vésemese 
ce qui montre en passant que Ÿ’ ne peut être nul en général. 


Multiplions les deux membres de (23) par nit ceux de e (24) 
par (a — B), et ajoutons membre à membre; il vient 


ee LA ty pry] + ma [Et DT) 


ay 
= (2+ (a—B)")(— 6A — 2B). 
Posons 


@= "+ (a— 8) VE TC — B99" +(B =a +1)9!]. 


La relation (25) montre que 6 est une fonction principale, d'in- 
dices (— 6, — 2). 
Trois | cas Reet se présenter : 


1° Ou bien 4 est identiquement nulle; on en tire [a imediatement 
x = log V(o-+u)- 8 ‘et par suite 6 = Vw tue 


at en reportant cette expression dans (17 )) et dans (22), on voit sans 
difficulté que 


fe = Pee i> ty Poett UL; 7, PG, % ty =o. 


est en rawolation avec Péquation proposée. 
2° Ou bien 0 est une fonction principale d’ordre inférieur à 3, non 
identiquement nulle et d’indices (— 6, — 2). 
3° Ou bien @ est une fonction principale du Foiième ordre; on 
_ peut alors évidemment la traiter comme la fonction 9 ci-dessus, sauf 
_que l’on aura dans ce cas « = — 6, 8 = — 2. On obtiendra une fonc- 
tion principale 0,, déduite de 4 comme 4 se déduit de 9, et d’in- 


rae E. GAU. 
dices (— 6, —2) + : 
0, 71 400" + 567], 


par suite l’expression + serait un invariant; si cet Invariant ne se 


0 
réduisait pas identiquement à une constante, on en déduirait évidem- 
ment une (et même une infinité) involution du troisième ordre. — 
Si l’on a identiquement 


6,=ké (kconst.), 
c’est-à-dire 
— 460" + 59? = Kk63, 
on tire, en intégrant, 
2 5 
G%= — k05+ 6 px, y, 2, ps gq, S, €). 
Cette equation différentielle s intègre en prenant comme fonction 


inconnue 4 3; suivant. que est, ou ans identiquement nulle, on a 


ni 


= — ko + v,(x, Fey Pr dr t) 


‘ou. 


as ° FAURE 4 
D 2== 40) ” ig 
6 = 1) LE (ise 


-Or, on vérifie facilement, en partant de ce que 0.est une principale ~ 


ut | ir RE 
d’indices(— 6, — 2), que “estune fonction principale d'indices(3,1); 
d'après une remarque faite (§2), si l’on peut résoudre l’équa- 


tion 0? =o par rapport à w, on obtiendra ainsi une équation du troi- 
sième ordre en involution avec la proposée. 

On voit, d’après les expressions ci-dessus, que cette rasbhution 
sera ecu possible, sauf si k = 0; mais dans ce cas, l’expres- 


sion 9 * correspondante serait une principale d’ordre inférieur à DE ii 
non identiquement nulle, et d'indices (3, r). ¢ 


En réunissant les résultats obtenus dans cette discussion, on peut 
donc dire : 


: 


Tuéonëue Il. — Sil existe une fonction principale d’ ordre 3 pour le 
système (Il) de caractéristiques, il existe au moins une involution du trot- 


' 


’ r » û co 
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stème ordre, ou bien une fonction principale non identiquement nulle , 
d'ordre < 3 et de premier indice « Fr 0, ou bien enfin un invariant 


@ordre < 3. 


_ La méthode de calcul exposée dans ce paragraphe permettrait d’ail- 
leurs de préciser les formes possibles pour une fonction principale du 
troisiéme ordre; je me suis borné à indiquer ici les résultats qui seront 
- utilisés dans la suite (').. 


». Etude ne des fonctions principales de la forme - 
Oo Pien—1 te MiPo,n + u(x, Vo Fy +. Pi,n—es Po,n—-1) . (involutions). 


On a alors «=n, 6 =1, sin >3, c’est-a-dire 
LS 


(26). | etm [Te e(an +B. 
Dans le Mémoire cité plus haut, j ai déjà étudié sommairement cette 
relation Cp: 133), et j al montré qu’on en déduit 


du du 


—— —m, ——— =K,, 
OPo.n—1 ; OPi,n—2 


en posant 


(27) K= Al | Fa | | Ge | mm | SARE M), 


ev 


Nous allons supposer tout de suite n26. Alors, K, n’étant que du 
troisième ordre, la relation en w ci-dessus donne 


: ee Ky, Pon p(æ, Vy By °-,.Pi,n—3) Pons a), 
en posant 
D = Pi,n-2 + 11 Po,n—t- 

_En Bey tant ceci dans la relation (26), et en remarquant qu’on 
an—125, ce qui permet d’appliquer le développement (7), il vient 


oo [B]-ml}- lf F=[3) 


a [LP papi nee Qui Pont les (Ken aa SE sit n + B). 
(1) J'ai d'ailleurs fait cette classification dans un Mémoire déposé sous pli cacheté à 
l'Académie des Sciences, ue 26 septembre 1921 (voir C. R. de l'Acad. des Sc., 1. 176, 


: 1923, so 278). 
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Nous allons faire, sur cette équation en ¢, les opérations faites sur 9 
au paragraphe 3; les calculs développés à cet endroit servent en ce 
: l'expression | | + M Eat 
qui concerne l’exp ae ea | 
On remplace d’abord p,n-2 par © — MiPon-1 et l'égalité des coeffi- 
cients de py,,-, donne 


Ov de de [ae 
2 TRUE bg SAYS Comp 
Enr vi a) 2 0a e L dx 


+ [Se] + mil Qn = Ka(An+B). 


> 


D'autre part, en dérivant l'identité (28) par rapport à w, et en 


posant #’ = _ il vient 


de! 1 dv! ae OY ov 1 (23 pA 
pre Goes mere oe 


PAT de 
Eliminons (Go — —— 
OPo,n—2 : OPi,n-3 


compte de l'identité (27); on obtient ainsi la formule fondamentale 


) entre ces deux relations, en tenant 


do! dol en Be 
(a9) | [+m | =e +2[ Kaan +B)+Qn1 


Nous poserons, pour simplifier, »’ = W — a il vient alors 
| dW dW 
| | + Mo | | = AW + H, 


| K, [A (n —1)+B]+Q. mPa [Ea ies Eal . 


(30) 

H=- 
\ le 
Il est à remarquer que H est du quatrième ordre, en général; les 
dérivées quatrièmes ne figurent d’ailleurs que dans (O32 Paes 
en se reportant à la formule (10), ona | 


_ (n—1)(n— 2) fOm om ; 
ES DATA te ee | a Piss+ DATE pra | + termes d'ordre < 4. 
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L’équation (30), en W, ne diffère de (17) que par le terme H; il 
est donc évident que si W est d’ordre supérieur à 4, les .opérations 
faites sur la relation (17) se feront de méme sur celle-ci, le terme H 
n’ayant pas a intervenir. 

Par conséquent, si W est d’ordre kG, on en erties une fonction 


principale W’, d'indices (1 — #, —1). On pourra appliquer à cette 


fonction principale les résultats obtenus dans les i a ee 
précédents. 


En posant d’ailleurs W = W'(p, x. +m, Pox + #) et en portant 
dans l'équation (30), on obtient une relation auaiogue, ce qui. 
permettrait d’étudier la forme de W. 


Gis où W est d’ordre ae — Les opérations indiquées pour l’équa- 
tion (17) et rappelées ci-dessus donnent ici les résultats suivants, en 
. posant 
OW 


Pia M Po. = D et Jo = W' 
OW ow] i =e (S a 
(se my, us, LW Lis à ey my = ; 


dW’) ~ [dw /oW aw i 
l dx | a mal ay | ie (a aa ape es à ne 


(rn —1)(n— 2) dm 


| RE Ne AW'+ 2 Os 
ow ow \ 
dE Ba suite, en éliminant ie — M; ae 
à dW" . dW! “| Fra 1 ee 


_ Deux hypothèses peuvent se re iL: 
Si W’ dépend encore de w, on traitera cette relation comme on a 


traité (17), le terme a C n’intervenant pas; on aboutira 


ainsi à une fonction principale Me indices (— 7, — 2) et non iden- 
_tiquement nulle. Celle-ci donnera i à son tour les résultats indiqués au 
théorème II. 

Si W’ est d’ordre inférieur à 4, elle aura la forme 
W! = Wile, y;3, Ps J) St ,@), O = Pi, + M Po,3- 


i 
; 


\ 
104 ETC 
On a ainsi 
| | fe ms] Te = INAIR 4B) LME 
dx y | 2 


équation qui a exactement la forme (25), sauf que («—{) est 
remplacé ici par NUE see en déduira donc encore une fone- 
tion principale : 

(n —1)(n—2) 
es 


GE NP W' _[indices(—6, — 2)]. 


_ Cette fonction 9 ne serait identiquement nulle que si l’on avait ~ 


1. ao + ule, ¥ 5.P, gs ON 
Wi easy 


et en portant cette valeur de W, dans I’ équation ci-dessus en W,, on 
obtient précisément l'identité (14) qui caractérise les involutions du 
troisième ordre. 

Dans ce cas on obtient donc une équation » + u =o du troisième 
ordre, en involution. 


Cas où W est d'ordre k<3. — Dans ce cason a 
aW aW : 
Ea + My Ea = (Pi,s + my Po, of oa ms) a eens d'ordre £3. 


Si l’on se reporte à l'identité (30) et à la valeur de H, on voit que 
l’identité n’est possible que si 
dm, Ea die 


À Van nues d 


CEE eV OPA: 


Cette condition n’est d'ailleurs évidemment pas suffisante, mais 
l’étude complète de ce cas nous entrainerait trop loin du sujet qui fait 
l'objet de ce Mémoire; il suffit d’avoir exposé la méthode que nous — 
utiliserons dans le cas particulier envisagé plus loin. 

On peut résumer ainsi les résultats de ce paragraphe : 


TaéorÈmE LIT. — Si l'équation (1) est telle que —- pai oe m, om - te est-à- 


dire n’admet pas de caractéristique II du premier ordre), et si elle admet 


LA 


’ DB : ñ * 
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une équation en involution d'ordre n26, elle admet nécessairement une 
fonction principale, non identiquement nulle, d'ordre inférieur à n et de 
premier indice « + o, ou bien une involution du troisième ordre. 

Si l'on réunit les résultats fournis par les trois théorèmes et si l’on 
que qu’il pe Je exister de principale d’ordre inférieur à 3 


lorsque — be Lm, — [comme le montrent immédiatement le calcul 


du bee . paragraphe 3 et la formule (10)] on peut énoncer la 
proposition suivante : | 


THEOREME I. — Sr SE um, a, l’équation (x) ne peut admettre 


d’involution d'ordre 26 pour les caractéristiques Il, sans admettre une 
envalution d'ordre < <5; relative à ces mémes caractéristiques. 


La méthode de calcul exposée dans ce Chapitre permet d’ er 
Pétude des involutions d’ordre 5 et 4, ainsi qu’on en 1 verra un exemple 
dans le Chapitre suivant. 


DEUXIÈME PARTIE. 


EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE (!). 


Nous allons dans ce Chapitre appliquer, en les précisant, les résul- 
tats précédents aux équations linéaires; on aura ici C==o0. 

6. Nous aurons ici l'équation 
(32) r+ (Ma + m,)s + Mimat + A(X, Y, 3, Psd) =, 
soit 
| f= (m+ mz) s+ mj mat +2. 
Nous poserons 


(4) On peut faire une étude analogue pour les équations de la forme de Monge- 
Ampère, il n'y a aucune difficulté. 
Ann. Ee, Norm., (3), XLIL — Avant 1925. 14 
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= TA ON OP 
(33) D SEEN, ce(s 2 Te) 
Le calcul montre qu'on a: 
(34) Aa+BB=aw+ bt+e 
avec 
Om, om: ; 
a=(p — la de 
ams ; 
b= —p(B—a) Te + Bp 7 + (B—a) pC’, 
cu 0 0 B [ om LS eee 
m mM 
m à à jm 
TS dpa Op 
On remarquera que 
b / 
Dee AL 
F- 


La relation (14), qui caractérise les involutions du troisième ordre, 
rentre ici dans la forme générale puisque C est nul. Nous allons tout 
d’abord chercher une condition analogue pour que 


(36) P=S+ ml FU(L, V, 5 p,q7)=eot uo 


soit en involution avec (32). Le calcul utilise |’ identite suivante, facile 


à vérifier : 
dm dm df O(m,+ Ma) 
FRS A Vel es Ane 2 ! 
(37) de a |+ m| ey \|- (Z) ANT + dot+a'w+ b't+c', 
où l’on a posé : 
om Om, Om O(m, + My) 
Obes lee — — a = ps EAA Le 2 a ! 
TT NE PT EE Op nt 
r  O(m,+ m,) O(m,+ ma) Oh 
a — He o>"g Fh EO,” 
dy 3 Op 
p Om, | Om, Om 0 “ae em, OX Ok 
710% Os Op 10 2 | ‘Op dq 
’ On on 


,] . , na . % 
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En écrivant qu'il y a involution entre (32) et (36) (c’est-à-dire que 
les équations obtenues en dérivant celles-ci par rapport à æ et y se 
réduisent à trois distinctes), on trouve : 


CT) 
(37 Bis) 4 : a é ) : 
©) (du BN py ng 0 meine My) ore et th Ope 
(Se) +m (9) BS Fe Nearest ar) es 


On vérifie sans peine que ces deux conditions sont équivalentes à 
l'identité | 
(38) 


Z| + Ma Ea =0(2A+B)+@¢@?C’. 
Cette relation est donc nécessaire et suffisante pour l’involution du 
second ordre considérée; on constate qu’elle est tout à fait semblable 
à (14), C’ jouant ici le role de C. 

Il faut donc s'attendre à ce que les résultats de l’étude actuelle 
reproduisent ceux du cas général, les fonctions du deuxième ordre 
jouant le rôle qu’avaient celles du troisième dans le Chapitre précédent. 

Les calculs du paragraphe 1 montrent que le développement (9) est 
. valable ici pour n2 2, et le développement (7) pour 274. 

RONA RCE" | 


; à Me CN). dm» dm, dm: 
(39) eT 1 ed ores je Soe | + 2[ |] | 


les termes d’ordre le plus élevé dans cette expression sont 


2 


— 0 eae: 


} om om ‘ 
+ n( RU Ma pos)( Fe ees on: ) + 2(Pr2+ Mu pos) pC’. 


Cela posé, l'étude des fonctions principales faite au paragraphe 3 
s’appliquera ici, même pour l’ordre 3, et l'on obtiendra le résultat 
suivant : 


| Tnéorème V. — Si une équation linéaire (32) n’admet pas d'invariant 


| 


= 
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d'ordre <n pour les caractéristiques ll, toute fonction principale 
d'ordre.n > 2 aura l’une des formes 


® = CPin=t + nm; Po,n + ul YU ou 9 = elP 1:21 Porn +V)V (y == consl.), 
V étant elle-même une fonction principale d'ordre inférieur à 7, 


non identique à D et de premier indice « £ 0, et (Pins + Pont u) 
une fonction principale d'indices (n, 1) (involution). 


7. Etude spéciale des fonctions principales du second ordre. — Une 
telle fonction sera de la forme o(x, y, 5, p. g, w) et vérifiera 


(40) | elt | Bla eae+ Bes 
développons et posons bes = 4’; il vient : 


do 0 d 
oi +m + t(p+mgq) +(E mn Jo #0 


5 99 1, [Fam dm, ARTE R). 
CACHE TRE IE Co 


en utilisant les formules (35) et (37), il est facile d'écrire cette rela- 
tion en gardant comme variable w au lieu de s; nous ferons ensuite 
les opérations habituelles ; écrivons l'inégalité des termes en t : 


— (5 ne (do + b')= ob, 
ensuite dérivons (40) par rapport à w : 
dg dg 09 dy 
ere “be 
P O(m,-+ Ma) ; | 
+ 9 [au em) +èr+a'|=e (Aa+BB)+v9a. 
On déduit de ces deux relations : 
do' do! ; d(m, + ! 
Cenf# pete) sue ht 


*1b 
so Aa BE) dE]: 


, 2 » ; ; : d 
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Or il est facile de constater par les formules (3 4) que le facteur de 9’ 


“au premier membre est précisément égal à 2A + B; on a remarqué en 


b 
outre que a + pie #C’; on a done 


del si # 
(41) [oe | + l So |= etats 2) + BB — 1 age 


En posant d = Logg, on aura 


eye lee 


(42) | RASE Js-—¥ 2A +B)—aC’, 


équation analogue à (23) et que nous traiterons semblablement. Nous 
referons donc, en partant de (42), les opérations faites ci- -dessus à 
propos de la relation (40), le terme — «(’ n’intervenant pas puisqu'il 
est du premier ordre; cela nous donnera une caution de la forme (41) 
mais où a = — 2 et B= — 1; soit 
(hig Ne dy" 
(AL à |e |+ a a. PEU 2B] +2VC. 
24 (GE 

Si nous ajoutons membre à membre les relations (43) et (42) après 

avoir multiplié celle-ci par 2 d’et l’autre par a, il vient — 


ES 0 my he ae (ab” + Y2)(— GA — 2B), 
ce qui montre que 


pol! + Y= gil 299" (1 ae 


est une fonction principale d’indices (— 4, — 2). 
_ On peut continuer le raisonnement et la discussion comme au para- 
graphe 4 (p. 99); les seuls changements sont que nous aurons ici : 
a au lieu de « — 8 (ce qui revient à faire 6 =o) et « fonction du 
deuxième ordre » au lieu de troisième ordre. 
On aboutira donc à la conclusion suivante : 


_Tuéorème VI. — S'il existe, pour une équation linéaire, une fonction 
principale d'ordre 2, pour le système 1] de caractéristiques, il existe au 


_ moins une PEUR du deuxième ordre, ou bien une Der principale 
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non identiquement nulle, de premier indice à =£ 0 et d'ordre inférieur 
à 2, pour le méme système. 


Remarque sur les fonctions principales d'ordre < 2. — S'il existe une 
fonction (a, y, 3, p. q), l'identité fondamentale s’écrira — 


dg de | 09 _ 9 pu, <2) Kase s 
ga gy AS PT Me + (+ m0 (Ge MP mA 8) 


en écrivant l'identité en #, et en w—=s- m,t, au moyen des for- 
mules (34) et (35) on voit que cela entraine plusieurs conditions et 
en particulier #C’ =o. | 

Il ne pourra donc exister de telles fonctions, à premier indice « £ 0, 
comme celles qui figurent dans les théorèmes ci-dessus, que si l’on 
a C/— 0, condition d’ailleurs non suffisante. 


8. Étude spéciale des fonctions principales de la forme 
(Pssn-1 + PU Pon U} 


(tnvolutions). — En se reportant au paragraphe 5, on voit que toute 
fonction principale © = p,,_, + M,Pon + 4 conduira à l’équation (30) 
en W, à condition que n25 (et non plus 6, car l’expression H n’est 
ici que du troisième ordre). | 

Si W est d'ordre 4 > 3, on en déduira une fonction principale W’ 
d’ ee (1 —#, —1), le premier indice n’étant par conséquent pas 
nu 


Cas ou W est d’ordre 3. — En posant © = p, + mM, Pos on aura 
Ws Wis NS, gs tu) 
l'équation en W s'écrit alors 
aw |, OW, OW 


0 * 0 ot Oz Piseag) 
OW 
ors — ms — Mi Mot — À) + Gps m0 
aw oW OW / 
+( In as) (P1,2-+ MaPo,3) — ar ee) >; 


Soleo [[ +m] (Een 
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En opérant comme d’habitude, on en tire les deux relations : 


= 1 (BE mB CT 
et par conséquent : 
(44) | Ge |+™| Ge |= wea B+ ne 


Si W’ est effectivement du troisiéme ordre, le terme a C’ 


n’étant que du premier, on traitera cette équation comme on l’a fait — 
pour (17) au paragraphe 3, et l’on obtiendra une fonction principale W”, 
non identiquement nulle et d'indices. (— 5, — 2). 
Si W est d'ordre inférieur à (3), on aura W'= W,(x, y, :,p,gq,w), 
en écrivant ici | 
: DNS TT LS, 
par suite 
| Se | 2 m,| oo | ee RACE bye a 0 C: 


cètte relation ne diffère de (42) (p. 109) que par la substitution de 


NU —1I), . 
ar à — a. On peut donc en conclure que l’expression 


pe ee Ws We 


est une fonction principale d'indices (—4, — 2). 
Celle-ci ne serait identiquement nulle que si l’on avait : 


I ete 2 
W, wes Rene u(æ, Ys 4, P; q) | 


et en portant alors cette valeur de W, dans la relation ci-dessus en W, 


ea : Speake 


on obtient 


Bare 2) + my[ SEEM) |= GA + Bylo +u)+C'(o+ u)? 
dx . dy 


qui caractérise les involutions du second ordre © + u = 0. 


Cas où W est d'ordre inférieur à 3. — Dans ce cas W' = o et l’équa- 
tion (44) montre que C’ doit alors être nul. 

Cette condition n’est pas suffisante, nous en reprendrons I’ étude au 
paragraphe 14. 

En résumé, si nous nous bornons aux équations linéaires pour 
lesquelles Co, en tenant compte des théorèmes V et VI et de la 
remarque qui suit le théorème VI, on voit qu'il ne peut exister de 
fonction principale (et en particulier d’involution) d'ordre supérieur 
à 4 que s’il en existe d’ordre 2, 3 ou 4, 

Nous allons réduire encore cet ordre dans le paragraphe suivant. 


9. Etude spéciale des involutions du quatrième ordre. — Soit 
D = Pis + MiPost U(X, Y: 3, ..., Pix. Pos), 
on aura, d’après ce qui a été vu au paragraphe 5 [équations (26), (27) 
et (28)] que l’on peut utiliser: ici puisque An + B et K, sont du 


deuxième ordre : 
“= K,Po,s + v(x, d'y By P: q; Ss, t, w), 


== + m 54 
nes joe os Pi 1 Pors 
C68) | Ze] | | 


dK d 
+ Po,s | | | + Mo Ea | J,= (K;Poss + #)(4A + B). 


) : de do 
L'expression F4 + Ma Ee ae | se calcule comme dans la formule (18). 
On aici: 


GA +B=a(s+m,t)+ bt+e [formule (34) avec à = 4, CEA À 
K,=4A +B+M, [formule (29)] 


= Remarquons enfin que | 
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et par suite 


Lu 


op 


; O(m,+m O(m,+ m.) à ee 
= i| 6+ 3 ee 2m, ee) oa) termes d’ordre < 2. 


Enfin, la formule (4) montre que l’on a 


1. Js=D,o0?+ D,opo3+ D:p6,3 + Do + Ds pos + De, 


_ les quantités D étant du deuxième ordre. On a, en particulier, 


(M + Ma) om om 
TRE ape te (= Gp) 
om, dm, om om O(m,+ M) 
D, — = : ee Ss 2 CONTRE RUE) 
: lore es me) La me opus am 
on remarque l’identité 
BDi+ Di+ © = 3pC'. ~ = 


d(s + m,t) d(s+ mt]. x 
Re | +m, jo | est une expres- 


sion du second ordre seulement. Par suite, si nous appelons A le coef- 


ficient de z dans K,, on aura 
om, é om, ; om, 
h=3( Sa — mM, ae) + Bega 
dK dK aes oe 
de ia + M KA =h(o — Han} + termes d'ordre © 2. 

Cela posé, en gardant comme SaRthle w au lieu de p,, dans l’iden- 

tité (46), on constate au premier membre un-terme du second degré 
en p,,3; en annulant son coefficient, on obtient la condition 


Lists D 0: 


om 
| Calle: -ci se eee a— =o, condition nécessaire, mais que nous 


Op 


a utiliserons pas sous cette dernière forme. Écrivons que le terme 
-en po, est nul dans (46); il vient [en utilisant la formule (19)] : 


gee oy Oe \ 2 dK, dK, | 
= (Sm $5) + Soak +{[% J me | at 


Do: Dy] == K. (4 A-+ BS. | 
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Dérivons l’identité (46) par rapport à w, en utilisant toujours le 
méme calcul de la page 95; on obtient 


dy! de!” Jee x) 
RE +5 ‘Os 


— o'M,+ hpos— (2D, + Dipo,s + Di) = o/(4A + B). 


ee av : 
En éliminant (5 — mM, se) entre ces deux relations, on a 


;! 1 ik ak 
E |+ ne Ea Sg ye Mt KA EE) [| 


dx dy 
—— Me | Fe [bape D, + Di | 


+ 2D, + D; Po,3 + D,— hpo,s- 
Nous poserons 


et nous tiendrons compte en outre de ce que uA + D, = 0; on a alors 


(47) | SE |+m.[S2 ]aawsn 


avec 


I K du du” 
H= 7) KR (BA + B) — [ele] 


+ D.@ + 2D3Po,3-+ D, + 2 D; uw + D,ppo,3 + D, . 


Cette relation est semblable à (30) et nous la traiterons de la 
même manière, c’est-à-dire en somme que nous recommencerons les 
opérations ci-dessus : prenons d’abord les termes en py, : 


_,( aw dW 
UAE oe aes 


)+ W' pK, = 3 (2Ds+ D,p), 
dérivons (47) par rapport à w : 


dW' “dW ow aw 1 
ee à ma |] ag Dac aR MMS NE ice Bet, 


d’ot en éliminant ( 


3 : , fs à : : 
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aw oe ow 
at | ae 


dW! dW! 2 D 
[SE ]-m [SE] =—wien om Z(or0m 0) 
D’après l’identité remarquée à la page 113, on aura en définitive : 
dW! Zi ons 
eme (2A + B) + 6C. 


Or c’est exactement là l'équation (44) où l’on aurait fait n = 4. 
Nous en tirerons les mêmes conséquences. 
Nous conclurons donc, comme au paragraphe précédent : 


\ 


Tutorime VII. — S'il existe, pour une équalion linéaire, dans 
OM 
Op 
involution) d'ordre supérieur a 3, 1l existe nécessairement une involution 
d’ordre 2 ou 3 relative au même système de caractéristiques. 


—) He fonction principale (et en particulier une 


om; 
laquelle Pe IR, 


TROISIÈME PARTIE. 


ÉTUDE DE L'ÉQUATION DE LA DEFORMATION DES SURFACES. 


Nous allons appliquer les résultats obtenus à lé équation de la défor- 
mation des surfaces. 


10. On sait que la recherche des biti admettant un élément 
linéaire donné se ramène à |’intégration d’une équation aux dérivées 
partielles du second ordre, de la forme de Monge-Ampère (‘). 

Cette équation est susceptible de formes différentes suivant la nature 
des coordonnées curvilignes auxquelles on rapporte les surfaces en 
_ question; mais si le passage d’un système de coordonnées à un autre 
ne dépend que de la solution d'équations différentielles, les équations 
en 


(1) Voir DarBoux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, Livre VII, Chap. IV. 
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correspondantes s’intègrent, ou non, ensemble par la RES de. 


Darboux (‘). 
C’est pourquoi nous pourrons supposer les surfaces rapportées à 


une famille de géodésiques et à leurs trajectoires orthogonales, c’est- 
à-dire que nous prendrons l'élément linéaire sous la forme 


(49) ds = dX? +. T?(X, Y) dY?. 


Nous poserons, pour abréger l'écriture : 


or 3 OT cone 
DR a? hé cae 


L’équation dont dépend le problème est alors (>) 


(50) RT — str] Pre — Toy [+280 5 


+ ET (1 — P)— | p+ (+) |=° 
Appliquons à cette équation la transformation d'Ampère suivante 


aig, Year: L=s—qy, P=—y, er 


L2 


uct Say | 2S COE r 
R=— = S=> {i bens ; RT ee rses * 
il viént alors 
or 
r xy —f * — == "M 
( ) (q, 2), da LKR 


et l'équation prend la forme linéaire 


(51) r+ (m+ m,)s + Mimat + (TX, Y, p,q) =O 
avec 
TY’ 
M+ mM, =— 2p 7 
» 2 [4 
mms = TE" (y + 5 —)+p(F)) 
Li SRE 
ves T dz — yII". 


__ (1) Goursat, Lecons sur les équations du second ordre, p. 226. 
(*) Dargoux, Joc, cit., t. Ill, p. 262. 


VF NET ON > > © 


d’où 
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On en tire ats 
| SALES Hi ep En se : 
ES TE SE PONS EE | 
avec | ( 
= (1 y = Le 
En 
Toutes ces quantités sont indépendantes de la variable 3. 
L’équation (51) est de la forme étudiée dans le Chapitre précédent; 
les conclusions que l’on peut tirer du théorème VII HOME de la 
valeur de |’ expression 


£ 1| dm Om, 0 ‘ ; 
(5a) ir a Ty De |= 5 yp bower”) 


On peut remarquer d’ailleurs que ’ 
| ONDES a 
2 —( —— —m — )= —C'. 
Ht 0g “Op J 
Cette expression ne sera identiquement nulle que si 


A 


0 
+ (I"T") =o, 
A ROLE 


Bee V7 2V ig Ps (Y,, Y2, Ys fonctions de x); 


on aurait donc, pour les surfaces considérées : 


(53) dst dX*+[¥,(Y)X*+ 2Y (IX + ¥s(¥)]d¥?. 


C'est l'élément linéaire d’une surface réglée (S,); les ‘courbes 


| cs = const. sont des génératrices rectilignes sur (S, ). 


Toutes les surfaces (S) admettant l'élément linéaire (53) sont 
applicables sur (S,); les géodésiques Y = const. correspondent aux 


_ génératrices rectilignes de (S,) dans la déformation. 


Considérons une famille de géodésiques différente de Y = const. ; 


celle-ci ne s’appliquera pas sur les droites de (S;), mais elle pourrait 


s’appliquer, peut-être, sur les génératrices rectilignes d’une autre 
surface réglée (S,) : on sait que cela n’est possible que si les sur- 


_ faces (S,) et(S,), et par suite toutes les surfaces (S), sont applicables 
_sur une même quadrique (Q), de telle manière que les droites de (S, ) 


118 FARGAUE 


et (S,) correspondent respectivement aux deux systèmes de droites 
de (Q) dans la déformation (‘). 


Dans ce cas toutes les surfaces (S) seraient applicables sur (Q), les: 


deux familles de géodésiques considérées ci-dessus venant coincider 
avec les droites de (Q). Mais si nous choisissons alors sur (S) une 
troisième famille de géodésiques, différente des précédentes, il est 
clair que celle-ci ne pourra pas correspondre par déformation aux 
génératrices rectilignes d’une surface réglée, puisqu'elles ne corres- 
pondent certainement pas à un système de droites de (Q). 

Ce raisonnement serait en défaut si la quadrique (Q) admettait plus 
de deux systèmes de droites, c’est-à-dire si elle était formée de plans : 
dans ce cas les surfaces (S) seraient développables. Nous écarterons 


naturellement ce cas, pour lequel la question est résolue depuis long- 


temps. 


Si l’on prend alors pour nouvelles lignes de coordonnées la troisième 


famille de géodésiques (y, = const.) et leurs trajectoires orthogonales 
es — const.), le nouveau ds? aura toujours la forme (49); mais 1? 
n’aura pas la forme (53) et par conséquent on aura C’ 40. 

Or la détermination de X et Y en fonction de a, et y, dépend de l’in- 
tégration d'équations différentielles bien connues ; par conséquent, si 
l’équation (51) admet une involution, le changement de variables ne 
modifiera pas cette propriété, ce qui est d’ailleurs presque évident dans 
le cas actuel. On pourra donc toujours, - sauf dans le cas des surfaces 
développables, supposer C'=£ o. 

Le théorème VII nous fournit alors la conclusion suivante : 

L'équation (51) ne peut admettre d’involution d'ordre quelconque 
que si elle admet une involution d'ordre 2 2 ou 3, pour le même gions 
de caractéristiques. 


‘Il reste done à voir sous quelles houditions l'équation (3 a admet 
une involution d’ordre 3 ou 3. 
11. Involution du nie ordre : 
P— Prat M Post U(x, y, 5, p, J, 5, t).. 


(1) DanBoux, Surfaces, t. III, p. 239. 
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On doit avoir l'identité 


de do | 
[flen[glevene 


LÀ 


qui s'écrit encore 


Ea i du dm, dm, |} af 
mf] eno (#8 (50 


= (Pia + m,po3+u)(3A + B). 


du 
= =u, on aura 


Remarquons tout d’abord que, si nous posons 5 


du! 
dz |T 


mal Fe [= wa +B) 


puisque les coefficients de f sont indépendants de z; donc uw’ serait 
une fonction principale du deuxiéme ordre et d’apres le paragraphe 7 


il existerait une involution du deuxième ordre, cas qui ser étudié 
du 


=p AON a 
Oz 0 


plus loin. Nous pourrons donc nous borner au cas où 
ici | | 
()= Mapua NaPoa+ (3) ho ont 
en identifiant les termes du troisième ordre dans la relation (54), il 
vient | 
du du 


Si nous posons 
DO—=S+Mmat,: 


U(x; ¥, 3: Pr GS; t) = (2, Y; Pr gs ®, i) 


_l’équation précédente s’écrit, en utilisant les formules (35) : 


D aa + Viu + V, 
. avec 5 oS 
: my+m m 
(56) V,=—pC, Mon ede 
ofr om, if om, : : om, oh tex! Oh EN a | 
ete Oy =| oe Or T4 Gp Og Op : 
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On en déduit 
g—V,2+ Viot+V;t+ W(a2, y, p, q, &). 

Nous porterons cette expression dans l'équation (54); les termes du 
troisième ordre disparaissent, et il reste une identité en x, y,p, J, &, {. 
Comme W est une fonction inconnue, mais indépendante de #, on 
pourra exprimer l'identité par rapport à £. 

Le calcul montre, en partant de la formule (2), que 


1 ‘ 
(F)abis bes L, 4? 


dy 
avec 
Es ae ) ie ne | ne da?) a 0?( m,m,) ; d?À 
x ile Op oq Op oq dy? ag 0ÿ’ 
Bi nm ns Ps) (mms) __ (mins) __ (M, + Ma) 
= » | Se +2 ones ae Op? 4m, tap deen 09 4) 
uk d?À d(mim:) 
(56 bis) / 09? — 2; Op 0g Og ie 7 dg0y | 
_0?(m,my,) 0? (m,+ mz) 0? (my, M) 
L Se a — RS ae 
À ag? m, og? 2m, ands 
se (mms) » P(M+ my 
Se ANT ds PAT og 


L’équation (54) s'écrit ainsi, en utilisant la formule (37) et en àon- 
nant à a, b, c les valeurs correspondant à « = 3, 8 =1 dans les for- 
mules (35) : 
ov ov dv de \ ov 
ie ity ae ane) 


ap 
) 0 
| ME of + due + a + bite | 


= 1,t+-L,0?+ L,8+ v(aw + bt+c). 


L'identification en ¢ se fait aisément ; on constate d’ailleurs que les 
termes en £° et 2? disparaissent; il reste donc deux équations 


ow MA aW OW 

oq ‘Op 06 
(57) : OW OW oW oe 

Te 1 gS, Val C!w? + + (e+ ut <'| 

= W(—3C'o + ¢) — (Hypo + Hy, w?+ H,03); 


do + D! 
(= Su JW ; + He Frans 


où Hy, H,, H, sont certaines fonctions de (æ, y, Ps 7): 


Vea as eae Se Éd 


in m à 3 =) 
(61) ES |+[ Fo lea "| (224352 Jo +@d—erre+3 | 
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On vérifie facilement que les conditions précédentes sont équiva- 


lentes à l'identité suivante : 


dW "Tdw 
(58 ) |= DT al Oe Wan 2 de 40) ~ mate Ha + Hy 


dy 
Faisons sur cette identité les opérations habituelles, expliquées en 
détail au paragraphe 3; en posant — cas = W’, on arrive à 
_[aW'1 dW! Toms Gr 
on [EE vpmes ne) 
= —3CW—(Ho+ Ho + Hy) — wt[2H,w+ Hy]; 


en opérant toujours de même, on obtient ainsi successivement : 


Cha W" _Faw' Mees OM om, 
100), | <a Jr] 40 | (a+. op Jo ad nere nam] 


= — 4C'W'— [4H,0 + 2H, + 2Hyp?], 


ax | dy 
= — 3C’/W"— 6H,, 


dwiv “Tawi "8 ‘ Om; 
(6a) | Fe rm [ee Jewf(se+ 12m) 


om 
0 D 3 2 |=— 
+ (4 ji+3e+4 |= 0 


Ip oy 


On vérifie facilement, au moyen des formules (35), que le coeffi- 


cient de W” est Présent égal à 5A + 3B. L’équation ci-dessus 


s’ écrit donc 


awe aw = 
EE EEE W iret 


et nous aurons encore dans ce cas une fonction principale du deuxième 


ordre, à moins que W™ ne soit identiquement nulle, c’est-à-dire que 


l’on ait pe i - 
à ’ W=w,+ WO + Wa? + 130), 


‘On porte cette valeur dans le système (57) et l'on obtient ainsi huit : 
équations en 4, Pas Po Ws dont il faut voir si elles admettent une ~ 


LA 


solution. 
Ce calcul est trop long et trop pénible pour être reproduit ici inté- 


gralement; je vais indiquer simplement comment on peut Le conduire, 
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de la manière qui me parait la plus pratique; posons 
0 ow 
E(w) = a — M; 97° 
ow ow Ow 
rhe or OF PR 
Si, dans les équations Coan: nous écrivons l'égalité des coefficients 
de w*, nous obtenons 


36—6 
(63) E (#3) = > 
(64) 3 F(ws) = — | pee C’w,— Hp. 
Brenan: maintenant les coefficients de w? dans la première 
(65) | E(w,) = 3 à + We Lime Ut, le 


On peut éliminer w, entre ces deux dernières équations et obtenir 
ainsi une deuxième équation ne contenant que w,; on a en effet, 
d’après (63) et (64) : 

4 pe \ ! 
ELF(w)]— FLE(&)]=— ms E (ac +3 ae) +k (S )+30 =| 
dy be b 
30 


3 es eT \ 
4 Le Gi EtG) i EH Bis eee 
rfi v | Sis ( m a). 


On tire w, de l’équation (64) et l’on porte dans celle-ci. On a ainsi 


deux équations en #, qui doivent admettre une solution; ces ee 
tions s’écrivent, en remplaçant w, par w, afin d’abréger l’écriture : 
we Ow Shee Ow 30—b 
Og a) OR. Di 
owfd E(C’)]- ow rè : EC’) 
aa 0 |* ay Bomem |e ni] 


+ D [F EM) EG) —2 © Desi a | 
| Ile ae 


—E(ae +32) (ft), Co 
oy B B 


—E(H,) +H, = avi Sen 6 


) 


(66) 


b [ie oO 2 A - 
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Les coefficients de ces équations se calculent très facilement au 
moyen des formules suivantes, en partant des formules (51) : on a vu 


Om: ONAL Se, dm, am, F 
oq — Mo Op AIRE Og ESS dp = —pC', C= 75 Log (I’T’); 
on en déduit 
4 dC! 0? 
PROD — œ 
D toire) 
E(ms)= 2C'— p Ss, E(m,) =—2C’, 
922-54 ie 
d’où 
2E(e)=E(p) = E(m,) — E(m,) = poe —2pC'. 
On trouve par le calcul 
; Ô 
Re ” y} 
c= 1 yer Re Log(T'T®), 
ier a(t 
Sie 2 Ox Log (7) 
RU OC TA ‘ 
Da ns 
: I TA, 
Fe) = 5 P(e) Syl" + 5 Log(TT"). 
- Rappelons enfin que 
se LUCE age BIS CIES, TL CUE As aay gp 
B op be op Op 
v= O(m,+ M2) a Om Gr EL 
Op dp be 
OV, OV om (mm) d(mM;+ M) 
H = 2 V, 2 Fer i 2 4 2 ‘ 
MD Lo. & Al | OPM oe = Op og | 


Il faut alors voir si les équations (66) ont une solution; on peut ’ 
employer la méthode classique, mais il est plus simple de remarquer 
que la fonction wu de l'équation (54) est unique, sans quoi l’on aurait 
deux involutions du troisième ordre, donc un invariant dont le déno- 

minateur serait une fonction principale de deuxième ordre et dont 
 l’existence entrainerait par conséquent des conditions étudiées au 
paragraphe suivant. — 
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On peut donc supposer que la solution du systeme (66) est unique; 
comme les coefficients de ce système sont tous rationnels eny, pete, 
l’intégrale le sera aussi; en tenant compte de la valeur de e, on voit 
que l’on pourra écrire 

w= U(y, p)+eV(y, p), 


U, V rationnels en y-et p mais dépendant en outre de x, g. La discus- 
sion conduit à une impossibilité dans tous les cas. 

On verra un exemple d’un calcul analogue, mais plus simple, dans 
le paragraphe suivant. 

En résumé, dans l’hypothèse toujours possible C’ + o, nous trouvons 
que l’équation (51) ne peut admettre d’involution du troisième ordre 
sans en admettre également du deuxiéme. 


12. Involution du second ordre fies =s+m,t+ula, y, 3, Ps q). — 
On doit avoir l'identité 


d ‘d 
(68) | gz |+™| 2 )=eea+B+ ce 
avec 
2A+ B=aw+ bt+e, 
___ A(m + Mm) , __  0(m,+ m,) ; 
Ss ap i aM Ped Saar ere dort 


I 
[ Sa 


0 F 
5p Log(T’T®). 


L'identité (68) se décompose en deux : 


E(u)= 5 — M m7 =yu +, 
(69) Fu) = +m, LE + (p+ mg) 2 Cat Eu tn 
a Oy Os Op 
avec 
AG ans t= 7 95 Loe (7): 
E=c= i 3x Los (LT), n=—c=—Il" 


On remarque que, dans les équations (69), tous tek: coefficients des 
seconds membres sont indépendants de y et de p. Nous poserons dans 


| 
; 


la suite 
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pi 4 
d'où Lu t= a : 
Ca 


ee La ee en rd 
é=G(i-—h) [fox OG; æ).. - 


Je dis tout d’abord que les équations (69) doivent admettre une 
solution indépendante de z: en effet, l’identité (68) s’écrit aussi 


ae d= 
i Dre del arr Bee ean 


ce ER . Oi fie Er 
en dérivant par rapport a z, on voit que 0 Te à OH est une 
fonction un d'indices (— 2, — 1); par suite, l eapeesgton 


et 


_ (w+)! es ae | 
TE u' : a 
PE 


-est une fonction principale d’indices (2, 1). Il en est évidemment de 


même pour ee le quotient de ces deux fonctions principales ne peut 


$ étre identiq ue à une constante; ce serait donc un invariant, ainsi que 


toutes ses dérivées successives par rapport à 3; si C0, on en déduit 

la propriété énoncée, laquelle peut d’ailleurs se tirer directement des 

conditions d’intégrabilité du système (69). 
Le système (69) se réduit done à 


l vig? du GET NE 
: ans 
(70, 5 É 
~~ He à + LR LE 5 : ro) 0 Ou 
“Pry JE +m B et” 


Nous allons faire subir à ce système quelques transformations 
Posons 


PR A 
= = — K), K ï =F 
ieee se ) (Gs © = 
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et gardons la variable 4 au lieu de p; ona 


U(L, 7, 3, p, 7) =V(2, y, 5, 9, 9), 


(71) 
tee Set 55 = C'y?+Ev+n 
avec 
[= ne. = [F"c08(6 — K) — Fh sin (6-19 |, 
ess g* 
(72) 


| eae | 1" sin(@—K) + = 0089 —K) |. 
Posons maintenant 

dq 
{a =K,(q2), v=sl[Kilg, 2) +I (2, y, 2, 0, 9)]- 


Le systéme devient alors 


D =o EU; y, 0) 
3 
(79) FRS tea at de 
Oa py gp PAT eee 
avec 
Ame CLE: 
1e *. j d Loge 
(54) fu = 2K, A, are rae 4 


yee Kits à RES ee 


4 Ox 


Du systéme (73) on déduit, en indiquant par des accents les dériva- 
tions par rapport aq: 


oll oll ( œ 1 
(75) pe gg an ERA IE, 
rit oll , OI ” 
"Gy a aie tt 


- 
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Onaici: 


Boe evo oe? 
Re ony ne 
= 355g + CG ra Jos —K) 
a. Te 
= avin pS sin (0 — K) — LE c08(0—K) |, 
ea) (TE )sin(s x) 


{520 net 


Étude du système (75). — Remarquons tout d’abord que si II ne 
dépend pas de l’une des variables y, 6, il ne dépendra pas non plus 
de l’autre : cela se voit immédiatement sur les équations (71). D’autre 


_ part, il est facile de vérifier que l’on ne peut jamais avoir 


Nn 7 y [/4 " 

LL hor LT RU DT. 
ee S= ENS To 7 ] 
MAT Py À Hi vy J 


o/2 ies 2 
ue eo d’où gate, 
o 5 
et 
dE = Lee (X, X, fonctions de x). 
‘? fo} 


Ces relations permettent de calculer les éléments qui figurent dans les 


derniers rapports et l’on obtient un ensemble de conditions incompa- 


tibles. Dans ces conditions, posons 


mot En pty 
A=viu,—viu,. 


Si l’on avait A = o, l'existence d’une solution pour les équations (75) 


= 
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entrainerait en particulier 


ce" VIE+ p+ »! 


pe 
0,5. VE PESTE ay, ? 


d’où l’on tirerait pour II une valeur indépendante de y, puisque les 
rapports ci-dessus sont indépendants de y. 

Par suite la valeur de IT serait indépendante de y et de p d’après les 
remarques précédentes. 

Supposons maintenant A + o; on tire alors des équations (75) 


SH SITE ID. 
(77) oll 
79 = Ko+ K, II + K, IP; 


d’où, en dérivant par rapport à g, 


: Wo, Wa HIPS 04 SK + KE KP 
(78) H+ HI HIP—0o, K%4 K'I+ K'IF— 0; 


s’il y avait plusieurs solutions, on devrait donc avoir 


” LA yu a a a 
Teas pads | HORS coe Se ea 


FE De Wa ee Fay Ke ia korn ee 


Ces relations doivent étre des identités en y et 0; y, en particulier, 
y figure d’une façon assez simple et le calcul montre que les conditions 
ainsi obtenues entrainent H, = H,= H, =K,=K, = K, = 0; c’est-a- 
dire que II serait encore indépendant de y et de p. 

Reste le cas où le système (75) admettrait une solution unique. 
Celle-ci sera une racine commune aux équations du second degré (78) 
et par conséquent sera rationnelle en y et V1 — y? puisque les coeffi- 
cients de ces équations le sont aussi. On aura donc 


= P(y) + Q(y)Vi— ps, 


P et Q dépendant aussi de x et de 0 mais étant rationnels en y. En por- 

tant cette expression dans les conditions (77), chacune se décompose 

en deux; on peut d’ailleurs la porter aussi dans l'équation (73) qui se 

décompose alors en deux; en écrivant P et Q sous forme décomposée 
f. 


? , , ‘ Ne 
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en éléments simples, on voit sans difficulté que la partie entière est de 


degré nul pour P et Q, et que les pdles sont les mémes et du premier 
ordre : | 


P= +, Q= YA +e 


La discussion des équations (78) montre encore dans ce cas que l’on 
doit avoir nécessairement i 
om oll 


oy =, 04 =0: 
Mais alors, en revenant au système (70) et aux variables primitives, 
on aura 3 
On a Obs 


Op py 


et l’on est ramené à étudier le système © 


de =yure 
a ; 
2 = C'u+£Eu+n. 


Posons 
. u = T®; ; 
il vient alors 


oe =0(c+ 7). PCRS Race ge OCR S 


2 


= Ry crocus PE don 
es D _ eop_o bss _p CPi rei ese 
On — Fr eet TA aa sf) 


Il est à remarquer que ces équations ne changent pas si l’on y 
permute m, et m,. Par conséquent, s’il en existe une solution u(x, q), 
on aura une involution pour chacun des systèmes de caractéristiques 


$+m,t+ &=0, —s+m,t+u=—o. 
Or ce systéme se rencontre également dans la question suivante : 
13. Conditions pour qu une surface puisse devenir réglée par dé for- 


mation. iy ee 
Ann, Be. Norm., (3), XLII. — Max 1925. | 17 
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Soit une surface qui a pour élément linéaire : 
ds* = du? + T?(u, ¢) dv?, 
il faut voir sous quelles conditions il existera une transformation 


U=U(ua, e), V=V(u;v), 


telle que l’élément.ci-dessus prenne la forme 


ds? = dU? + (aU? + 2BU + y)dV*, 


a, B, y fonctions de V. 
On posera 

g*?= aU?+ 28U+y 

et l'on peut d’ailleurs toujours supposer «/—$?==1. Darboux a 

donné, pour résoudre ce problème, une méthode générale ('); nous 

allons, dans ce cas, opérer directement. On doit avoir 


au)? à av\? _ 
OU av dV 
ge) Gite NON TAUPE EAST 
aU \? aV \? 
(53) +(aU?+26U +7)(57) 4: 


On sait d’ailleurs que la courbure totale est un invariant; on aura 
donc 


AT 


a 


= 
Q 
8, 
Og | = 
Q 


UE 
d’où 

8 F5 
en posant 
: we Gh l= or 
es PR ~ du?’ 


ah 


La deuxième équation (80) s'écrit alors, À étant arbitraire, 


OU LL OV) OU  Eov 


06" dv? D PURE 


(1) Darsoux, Surfaces, t. I, Chap. II. 
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L 2 
_ Mais alors, la première et la troisième montrent que À = 


suite on a, au lieu de (80), le système suivant (‘): 
ee 
cert —TIg Bu 


(81) 


Posons 


(82) 


(82 bis) 


sont compatibles; ce qui donne 
1 


o(= sin V.) (cos V ) 
& 3 & ‘ 


La troisième équation (81) sera toujoursvérifiée et il vient 


Il suffit maintenant d’exprimer que les systèmes (82) et (82 bis) 


…. ov 
on constate, en développant, que ce système peut s’écrire 
d Logg RER 2 V,, 


En posant enfin 
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5 et par 


og 
Juss os 


Fa = — J'sin V,, 


Wee: 


eu) = cos V, 2 x) 


du 


Re d(cos V,) FROM OCI) | 
ees du FRA PART ARE 


dV, 1 OLogg 7: 
egies li nwa D y 0p 
ON =(2 ; dLogg\ - ,dLogg  — Lo 
2 9 ’ Hot NU, ar. du SET ov 


È 
® = cotang V;, 


+ 


1 OLogg 
» 


ce système prend la forme 
aloge <3 
pie OF 
LC’ 


; mi 4 ser ee — Ÿ rae 
Beene 7 > £83) { 
=: | Du AT CL er) 4) — @ 212088 
Pee eet 2 [ 2 aor Z (Loe f Ms 
3 (1) En réalité, ‘on trouve A= +8, mais la suite montre que le signe est indifférent. 
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On retrouve le système (79), les variables g, x étant changées res- 
pectivement en u et ». 


Or les variables g, x correspondent à X et Y dans le ds* primitif. 3 


Le problème de l'existence des involutions du second ordre pour 


l'équation (51) est donc exactement le même que celui de l'existence 


de transformations permettant de mettre l'élément linéaire (51) sous la 


forme (53). | 
La discussion faite à la page 118 nous donne donc la conclusion 


suivante : 
1° Si les surfaces (S), correspondant à l'élément linéaire donné (51), 


ne sont pas applicables sur une surface réglée, l'équation n’admet pas 
d’involution du second ordre; par suite elle ne peut admettre aucune 


tnvolution d’ordre >1. 


Elle n’admet donc aucun invariant, pour aucun des systèmes de 


génératrices. 
2° Si les surfaces (S) sont ae sur une surface réglée, mais 


non sur une quadrique, l’équation de la déformation admettra une 
seule involution du second ordre pour chaque système de caracté- 


ristiques. 
Nous reviendrons sur l’étude de ce cas au paragraphe suivant. 


3° Si les surfaces (S) sont applicables sur une quadrique,el’équa- 


tion de la déformation admettra deux involutions du Second ordre 
distinctes. 


Il ne saurait y avoir plus de deux involutions que si la transforma- 
tion de l’élément linéaire était possible de plus de deux manières 
différentes, c'est-à-dire si les surfaces sont développables. 

D’ailleurs, l'identité fondamentale (38) montre bien que si l’on a 


trois involutions, on peut en déduire un invariant, c’est- à-dire une 


infinité d’ involutions du second ordre. 


4. Surfaces applicables sur une surface réglée. — Nous prendrons 


alors l'élément linéaire sous la forme caractéristique (53), c'est- 
 à-dire que nous prendrons, après la transformation d'Ampère, 


T= via +- 2Yoq + + ie 


b] , 2 ne 
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Y,, Y,, Y, sont trois fonctions de a, et l’on peut toujours supposer 
Y,Y; — Y;=1, si les surfaces ne sont pas développables. Par suite 


a, ET = 1, d’où = et Go. 


. Nous avons vu que si les surfaces (S), correspondant à cet élément 
linéaire, ne sont pas applicables sur une quadrique, la transforma- 
tion (80) n’est possible que d’une seule manière : ces équations ne 
peuvent admettre que la solution identique U=u, V —», ce qui 
donne V,—o;il ne lui correspond donc pas de solution pour les 
équations (83), car la solution ® = + n’a aucun sens ici. 
Par conséquent, dans ce cas, les équations (79) n’ont aucune 
solution. j | 
En prenant ds? sous la forme (53), l'équation de la déformation 
n'admet plus d’involution du second ordre si les surfaces (S) ne sont pas 
applicables sur une quadrique. St elles sont appucables sur une quadrique, 
ul existera encore une involution et une seule, à moins que les sur- 
faces (S) ne soient développables, auquel cas il en existera une infinite. 
Bornons nous ici aux surfaces non applicables sur une quadrique. 
Le fait qu’il n’existe aucune involution du second ordre ne permet 
pas de conclure qu’il n’existe aucune autre involution, puisque nous” 
avons supposé C’# o pour établir le théoréme VII. 
. Mais il est aisé de voir que cette SANT n'a été introduite qu'en 


_ deux occasions : 


¢ Au paragraphe 2, page 110, pour en conclure la non-existence 
de ee principales d'ordre inférieur à 2 et de premier indice 


non nul; 


2° Au paragraphe 8, page 112, pour en conclure 2 ln "existe pas 


| ce fonction W d’ordre inférieur à 3. 


Nous allons reprendre l'étude de ces deux questions avec les 
valeurs actuelles des coefficients; nous avons remarqué d’ailleurs 
que la condition C’=o n'était pas suffisante pour les conclusions 
obtenues, mais seulement nécessaire. 

D'abord la deuxième question; si W est d'ordre inférieur aay 
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l'équation (30) s’écrit 


; JW ow aw 
(84) jm ae (Dist Waa) os 
ay — m om) (sem ET Mes 
Le dg * op 3 op 
ow oW OW /d 
+ (Se — my OW) (pas mpoa)— ais: Te ( a= AW + H. 


La valeur de H est donnée aux formules (30); elle se calcule assez 
facilement en utilisant les formules (35) et (39). On trouve ainsi la 
forme suivante 


H = H, 0 + H,wé+ H,¢?+ H,o + H;¢ + He+ V(p:,2 + MoPo,s) 


en posant 2 


(n—1)(n —2) Om, d = 
ete mt yee ee Gare H=S+ Mat, 


v= 
les quantités H,, H,, ... étant du premier ordre. 
L'identification des ot du troisième ordre dans l'équation (84) 
donne 


d’où 
W = Vi+ W,(2, 7,3, p,q, ©) 


et l’équation (84) s’écrit 


DOMAINE 


re [SAV ee Wi) + HY 
Ona 


dv AV UV av Nat y ov 
Lae | a |= gem by (Gm gp OH ape 


dW, dW ow, oW ow 
PAGES Ms oe + (p + mq) = 


OW Ow, OW - 
+(e aa al m, Dp te pl) — À — : 


OW Mi + | 
+ ma ott dut + alo + b'e+e |; 


a 

à 
a. 
“ 
2: 
“x 
… 


à 


SUR L'INTEGRATION DE L'ÉQUATION DE LA DEFORMATION DES SURFACES. 135 


enfin 


FR [a+ # Om, 


et Ge opt) |. 


On porte ces expressions dans l'équation (85) et l’on écrit I’ identité 
en 1; l'égalité des termes en ¢? donne 


| Vv V | 
(86) Lu : ee pV So +. 


Og à Op 
Or, le calcul de H donne 


= (n=1)(n—2)[ atm, amy” 
ee 2 E Op* au (Se) | 


ieee? et ONE OTS ae 
ea ap Op eee ke 
avec + | 
- ôm, \? : ” om, \? 
¢=—pm,() + m,(2m,—'m,)( Te ) 
LA a a (2mz— m,) A 
+ (272 “Op Op 1 Rem Op? 


En remplaçant V et H, par leurs valeurs, on trouve sans difficulté 
que l’identité (86) est impossible. | 

Donc il n’existe encore pas de fonction W d'ordre inférieur AT 2 
dans le cas actuel. 


Étude des fonctions principales du premier ordre ; OCa.¥, 3; Ps ae — 
Posons | = Logg; cette fonction Ÿ doit vérifier les identités [qui se 
déduisent de Cp. | 


ab 


- ] Ow - 
POY) = Sh +m, SE (p+ med) Fe op — 
En partant des formules (34), le calcul montre qu'on a ici 


ue à D op c= Core. 
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On utilisera ici quelques formules de la page 123, en particulier 


E(p)=u À =» E(m,)=0, 
cs 0 
F(p)=2F(e)=2yPl"+ e (LogI TI”), 
enfin on a ici 
I 


Co Ee 


Dans ces conditions la première équation (87) s'intègre immédia- 
tement et donne 
(88) v= 28 Log! +(28 — «)Logp + Log ®(z, y, 3, m) 
où ® reste arbitraire; la deuxième équation donne alors 


B.or 20% 
F 


1 0D 
F(u) + Ÿ am, F(m) 


1 | o® 0® om Da 
+a [Se tm Se tpn = =<. 


Le calcul montre que 
F(m,)=2yTI"+ É — Mo me 


Finalement, en opérant quelques réductions, il vient 


a) OEE à FO Oo fae ap aa 
9 dx + Olax +? os Parlay * 9 a5 dy | To). 
1 OD 1 pa\ O* Log? > I” Dee | =o 
LT à om Ee ) P 0x 0q PT Oz CLT Mica 


Or, la condition E(m,) =o montre qu’on a 

| P+ mg =0(x, y, m). 

Le calcul direct de p+m,g donne d’ailleurs très facilement 
l'expression de cette fonction 0. Nous pouvons donc garder comme 
variable m,, au lieu de p, et la relation (89) devra être vérifiée iden- 


tiquement en 
Tÿ y> 4, M, q 


quand on y remplace p par 0 — m,q. 


? . , c 
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Or la fonction ® ne dépend pas de g; en outre les divers coefficients 
de l’équation (89) sont tous, à l'exception de e, rationnels en g; on a, 
en effet, 

0 LogT 1: oF 

Ox 21? da’ 
dLogT a = Tl’ oF IT" oft. 
Ox0q ~ 0x Tr} T° 0x 21° Ox’ 


\ 


/\3 
T2 te , 


I? étant rationnel, IT” l’est aussi, donc tous les coefficients ci-dessus. 
L'identité (89) entraine donc l’annulation du coefficient de e : 


(90) or? 0 1e ey 


De leds 
avec 
Ate Yi 29° 2 Xa (z)7 Ya) 


on en déduit tout d’abord 


Une discussion très simple montre alors que l’on a, en désignant 
par Y,, Y,, Y; les dérivées de Y,, Y., Y,, ou bien 


| LR are 
CLR red o ee 
ou bien ONE 
® = const. et a — 0. 


Ceci nous montre en premier lieu que : 
Dans le cas des surfaces réglées, l'équation (51) admet toujours ta 
fonction principale 
o—ÆA(Tu)8 [d'indices (0, B)]. 


Toutes ces fonctions se ramènent d’ailleurs à une seule distincte 
© (92) œ=(Tu)? [d'indices (0, 1)]. 


Cela montre, én particulier, que l'équation admet l’intégrale inter- 
Ann. Ée. Norm., (3), XLII. — Mar 1925. es 18 


138 E, GAU. 


médiaire 4? = 0, soit 


C’est une propriété connue de l'équation de la déformation (*). 

On ne peut pas raisonner de même pour l’équation F? = o car les 
intégrales de cette équation rendent infinis les coefficients de l'équa- 
tion proposée. 

Examinons l’autre condition (91), pour voir s’il peut exister 
d’autres fonctions que 9,; on aura 

2 = z = ‘ 4 Loge (x) (v ‘arbitraire), 
d’ou 
Vie kev; Nas hee, Y= *¢ (k,, ks, ks constantes) 
et 
dst= dX?+ o(Y)[k,X2+ 24,X + kyldy?s 


il est clair qu’une transformation convenable de la variable Y nous 
permettra de supposer 9=1. 
Donc on peut prendre 


bey TN ER, , ‘=i, (ky ks —k}=1). 


Alors 
or 
wat ct 
La condition (go) donne 0? =o, et en portant dans (89) il vient 
oy 9 
1 /0D 1 0d  1—T?r"*? 
ees. Din sa ate 
d’où 
0d ob 
or — 0 e om, — 0 
ou 
1 [T—= 0, 


ne reste 1 y nn 
(1) Darnoux, Théorie des surfaces, t. I, p. 155. | 

| L'équation Az = 1 est ici Q2+ T2P2 = F2, qui, après transformation d'Ampère, donne 

Justement p?+ l?y?= T2; les solutions communes à cette intégrale intermédiaire et à 

l'équation (51) ne conviennent justement pas au problème de la déformation. 
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condition incompatible avec 
kyky— kK? =. 
On trouve donc la solution ® = const., mais « reste quelconque. 
Par conséquent, si l’élément linéaire donné a la forme 
(93) ds? = dX* + [k,X?+ 2k, X + ky] dY?, 


Péquation de la déformation admet toujours la fonction principale du 


premier ordre 
3 pyres 
= 


pee arbitraires). 


Ces fonctions se ramènent d’ailleurs à deux distinctes : 


TE) = [deja trouvée dans tous les cas, indices (aa) 


pe=T [indices (1, o)]. 


Les surfaces en question, d’élément linéaire (93), sont les surfaces 
réglées applicables sur une surface de révolution; c’est-à-dire, 
si k, #0, des alysséides; si #, — 0, des surfaces engendrées par la 
. LC Ge de la développée d’une chainette autour de la base de cette 
courbe. | 


Conclusion. — En dehors des surfaces ci-dessus, les surfaces pour 
lesquelles C’=o admettent bien une fonction pyunene du premier 
ordre, mais celle-ci a un premier indice nul. | 

a’ hypothèse C’ £0 n’est donc pas nécessaire, pour l'équation de la 
* déformation, pour l'établissement du théorème VII, et celui-ci se 
trouve exact lorsque C’= 0, sauf peut-être pour les surfaces appli- 
cables à la fois sur une surface réglée et sur une surface de révolu- 
tion, et aussi, naturellement, pour les surfaces développables.. 

Comme nous avons constaté qu’il-n’y avait pas en général d’invo- 
lution du second ordre, il n’y a done aucune autre involution pour les 
surfaces générales. 

Nous résumerons comme il suit lesirésultats obtenus en ce qui 
concerne l'équation (51) He la déformation des surfaces. 


\ 
1 
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CONCLUSION GENERALE. 


Remarquons que tous les calculs précédents donnent les mêmes 
résultats si l’on y remplace (e) par (— e); done, l'étude faite pour les 
caractéristiques (II) reste valable pour l’autre système. 

RU (S) les surfaces correspondant à à l'élément linéaire 


ds? dX?+T°(X, Y) dY? 


et rappelons qu’il est toujours possible, par des moyens algébriques, 
de voir si les surfaces (S) sont applicables sur une surface réglée, 
c'est-à-dire si le système (83) admet une solution. On a alors les 
- résultats suivants : | 


1° Les surfaces (S) ne sont pas applicables sur une surface réglée. — 
Il n’existe aucuné équation en involution avec |’ équation de la défor- 
mation. ; 


Il est évident que l'équation n’est pas intégrable dans ce cas; on. 


peut affirmer de plus qu’il n’existe aucune autre équation admettant 
avec celle-ci une intégrale commune avec une infinité de constantes 
arbitraires. 


2° Les surfaces (S) sont applicables sur une surface réglée, mais non 
applicables sur une quadrique. — II existe alors une involution du 
second ordre pour chaque tre de caractéristiques : 


S+ml+u(x, q)=9, S+ml+u(x, qg)=0, 
r + (mai ma)s + mi mt + =0, r+(m,+ m,)s + MyMat +h = 04 


On sait (') trouver par des quadratures toutes les surfaces réglées : 
applicables sur une surface réglée; ces surfaces sont certainement 
comprises parmi les solutions oes deux systèmes précédents, mais” 


peut-être ces systèmes donnent-ils en outre des solutions nouvelles. 


En tout cas ils donnent ces surfaces par un moyen nouveau, qui se 


D ee end 
(1) Dansoux, Théorie des surfaces, t. II, Chap. VI. 


} 
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prête plus facilement à la solution et à la discussion de certains pro- 
blèmes, en particulier du problème de Cauchy. On sait, en effet, 
l’analogie remarquable qui existe entre un système en involution et 
une équation du premier ordre. 

De plus, si les surfaces S ne sont pas applicables sur une surface 
de révolution, il n’existe aucune autre involution et l'équation de la 
déformation n’est pas intégrable, a fortiori, par la méthode de 
Darboux. 

Si les surfaces (S) sont applicables sur une surface de révolution, 
il existe deux fonctions principales du premier ordre et nous ne 
pouvons conclure en ce qui concerne l’existence des invariants. 


3° Les surfaces (S) sont applicables sur une quadrique. — W existe 
alors deux involutions du second ordre pour chaque système de 
caractéristiques. On peut répéter ici ce qui vient d’être dit pour les 
surfaces simplement réglées, et il est probable qu’on pourra tirer de 
ces quatre systèmes en involution des solutions nouvelles du pro- 
blème de la déformation des quadriques. En tout cas ces systèmes, 
très faciles à former, donnent toutes les surfaces réglées applicables 
sur une quadrique, et se prêtent aisément à la recherche de ces sur- 
- faces lorsqu'elles sont définies par des conditions aux limites. 

On peut remarquer en outre qu’en accouplant une équation en 
involution relative aux caractéristiques (1) avec une équation relative 
aux caractéristiques (II), et en y joignant l’équation donnée, on peut 
former quatre systèmes complètement intégrables (*); cela permet 
d'obtenir très simplement quatre groupes de surfaces, dépendant 
chacun de trois constantes arbitraires, applicables sur une quadrique 
données | 

En ce qui concerne l'existence d’invariants, nous ne pouvons pas 
conclure. 


(1) GoursaT, Lecons sur les équations du second ordre, t. II, p. 97-98. 
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Introduction. 


On sait que le problème d’unicité des fonctions analytiques est très 
important dans la théorie des fonctions et dans ses applications nom- 
breuses. Ce probléme, étudié déjà au xrx® siècle, n’a pas eu de résolu- 
tion complète jusqu’à présent. 

Les cas classiques de ce problème étaient résolus à l’époque de 
Weierstrass. C’étaient les cas où deux fonctions analytiques f,(2) 
et f,(z) coincidaient ou bien dans un domaine commun ou bien en un 
ensemble infini de points appartenant a leur domaine d'existence 
commun y compris le point limite. Ces deux problèmes indiqués ci- 
dessus sont les problèmes éntérieurs. C’est M. Painlevé qui a résolu 
pour la première fois le problème d’unicité dans le cas où deux fonc- 
tions analytiques f,(z) et f,(z) holomorphes d'un côté d’un continu 


linéaire sont sur ce continu. Tous ces résultats sont les seuls que 


nous avons jusqu'ici. M. Fatou, dans son remarquable travail : Série 


trigonométrique et série de Taylor (*), a posé le problème suivant : 


Existe-t-il une fonction nats gee J (4) holomorphe à l'intérieur du 
cercle| s| <1 ettendant vers zéro en un ensemble de points de E,mesE > o, 


_ situé sur la circon férence |s|=1, tendant vers ces points le long d'un 
chemin quelconque non tangent à la périphérie? 


i 


(1) Acta mat., t. XXX, 1906. 
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Le but de ce travail est de résoudre ce probléme ainsi que les autres 
qui s’y rattachent (‘). OS | ey 

En analysant ces problèmes nous sommes conduits naturellement a 
la question plus générale : Etant donné un ensemble E de points de la 
circonférence |z|=1. Quelle est la structure de cet ensemble, pour que 
la fonction analytique f(3) holomorphe à l’intérieur du cercle |z| <1 et 
tendant vers zéro en des points de E, = tendant vers ces points par des 
rayons, soit identiquement nulle ? 

En suivant les questions étudiées dans ce travail, nous le divisons 
en quatre Parties : AB St 

Dans la première nous discuterons les questions d’unicité et de mul- 
tiplicité en supposant que la variable s tend uniformément vers des 
points de la frontière; dans la seconde, étant résolu en sens positif le 
problème de M. Fatou ci-dessus mentionné, nous discuterons les pro- 
blèmes analogues; la troisième Partie est consacrée à l’étude du pro- 
blème généralisé, dont nous avons parlé plus haut; enfin dans la qua- 
trième Partie, nous discuterons les problèmes peut-être distincts de 
ceux dont nous nous sommes occupé jusqu'ici, mais intimement liés 
entre eux. La question fondamentale de ce Chapitre est la suivante : 
Existe-t-il une fonction analytique f (z) uniforme et continue dans le 
cercle|z|<1 et tendant uniformément vers zéro en tous points de la 
circonférence | z| = 1 ? Fe | | 

Certains résultats de ce Mémoire ont été publiés par nous dans des 
travaux antérieurs (?). | | 


ds t 


-  CHAPITRE L 


UNICITE DES FONCTIOES ANALYTIQUES. CAS CLASSIQUE. 


‘ 


\ 


1. Dans l'étude des fonctions analytiques au voisinage d’une ligne 
SLL a 
(1) Cf. J. Priwavorr, Intégrale de Cauchy (en russe) (Bull. de l'Université de 
Saratow, 1918). | | RS | 
(2) J. PriwaLorr, Intégrale de Cauchy (en russe) (Bull. de l'Univers. à Saratow, 
1918). — N. Lusin, Sur la représentation conforme (Bull. de l’Inst. Pol, à Ivanovo- Vosn., 
1919). —N.Lusin, Sur l'existence des fonctions analytiques qui sont uniformément infinies 
au voisinage de coupure (en russe) (Zbid., 1922, Moscou, Juli, 1923). 
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singulière, il est essentiel d’envisager la structure de l’ensemble des 


points de cette ligne, définissant complètement la fonction analytique 
par ses valeurs limites. Considérons d’abord le cas le plus simple, 
celui de la fonction analytique, régulière à l’intérieur du cercle et 
tendant uniformément vers des valeurs finies et bien déterminées sur 
un certain arc co de la périphérie. ll est aisé de voir que ces valeurs 
déterminent d’une manière unique ladite fonction. En effet, il suffit 
de démontrer que toute fonction f(z) holomorphe à l'intérieur du 
cercle et tendant uniformément vers zéro aux points de c, est égale à zéro 
identiquement. D'après le principe de Schwarz, ta tion f(z) est 
prolongeable au delà de l'arc c; par suite, étant holomorphe et égale 
à zéro en chaque point de 6, elle est nulle partout. Le problème d’uni- 
cité a donc la résolution banale dans ce cas. En utilisant la représen- 
tation conforme des domaines jordaniens, nous pouvons réduire les 
cas les plus compliqués de notre problème à celui que nous avons 
exposé. | 

Soit f(z) une fonction régulière d’un seul côté d'une ligne jorda- 
nienne | et tendant uni Pet vers zéro aux points de I. En adjoi- 
gnant à cette courbe I une autre de telle manière qu’à l’intérieur 
du domaine D ainsi construit, la fonction /(s) soit partout holo- 
morphe, nous faisons la transformation conforme du domaine D sur 
l'intérieur du cercle. Il est évident que la fonction /(z) holomorphe 


dans D le sera aussi après la représentation conforme dans l’intérieur 


du cercle et égale à zéro en chaque point de l’arc o de sa périphérie, 
correspondant à la courbe I. (Ce résultat est une conséquence immé- 
diate du théorème de M. Carathéodory.) 

Or, la fonction transformée est nulle d’après le théorème déjà 
mentionné, donc la fonction f(z) l’est aussi. 2: 

En utilisant des considérations analogues, on peut démontrer que 
toute fonction holomorphe au voisinage d'une ligne jordanienne | et ten- 
dant uniformémentvers l'infini aux points de cette ligne est égale à Vin- 
fini partout. En effet, supposons que le théorème n’est pas vrai; alors 
la fonction f(z), vérifiant les conditions de ce théorème, ne peut avoir 
qu’un nombre limité de zéros au voisinage de I, car, dans le cas con- 
traire, l’ensemble de ces zéros aurait certainement au moins un point 
limite sur I et, par suite, f(z) ne pourrait tendre uniformément vers 
| Ann. Ee. Norm., (3), XLIL. — Mar 1925. 19 


4 
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l'infini au voisinage de la ligne 1; donc au voisinage de I la fonc-' 
tion f(z) étant holomorphe ae nulle. 


En appliquant alors à FG) 


sy? + DRE J À ’ x 
avons utilisées plus haut, nous allons voir que HE est égale à 


zéro identiquement, et par suite f(z) =, contrairement à l’hypo- 


thèse. 

Les cas d’unicité que nous avons exposés sont classiques, nous 
allons démontrer qu’on peut réduire à ces cas des problèmes où 
les fonctions analytiques vérifient des conditions semblables, mais 


moins restrictives. 


2. Soit f(z) une fonction holomorphe à l’intérieur.du cercle | s| <1 
et telle que, si l’on retranche de | 5] << 1 les cercles y,,%, 47 


sans points communs, elle tend uniformément vers zéro dans l’en- 
\ semble connexe R restant, quand le point 3 tend vers un point quel- 


conque de la périphérie C du cercle (tout en restant dans R). 

Nous allons démontrer que dans ce cas f(z) est identiquement nulle. 
A cet effet, il suffit de démontrer que f(s) tend uniformément vers 
zéro en chaque point de C, quand s tend vers ce point par un chemin 
quelconque tout agrégé au cercle |z|< 1. Supposons que cela n’est 
pas vrai. Alors il existe une suite 


tendant vers un point s,deCetun nombre «, « > o,telque|/(2;) [> a. 
Ces points s;, si t est suffisamment grand, sont agrégés nécessaire- 
ment aux cercles y,, Y:, +.) Yay ++.» Or, si|f(s,)| > «a, 3; étant dans 
le cercle y,, il existe certainement un point de R, aussi voisin dey 
que l’on veut, auquel | f(s) | > a. 
Pour fixer les idées, nous désignerons par 5 ce point. Donc il 
existe une suite de points 


fa mite ate se «(3 <R)lims)= 29] 


et telle que | /(s°)| >a. D'où la contradiction. 
Il est aisé de voir que la démonstration sera valable, si nous, suppo- 


See ee = eS se eee 
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sons que la fonction f(z tend uniformément vers zéro, quand z tend 
vers des points d ‘un arc o de la circonférence tout en restant dans R. 

Il est évident aussi que le théorème sera valable si l’on utilise, au 
lieu des cercles y,, Yo, ..., Yn «++, des domaines jordaniens quel- 
conques. 


Le théorème démontré peut être généralisé de la manière suivante : 


Soit f(z ) une fonction holomorphe à l’intérieur du domaine jorda- 
nien D, limité par la courbe X. Nous supposons'que cette fonction tend 
uniformément vers zéro quand le point z tend vers un certain arco de I, 
tout en restant dans R. 


(Nous obtenons |’ ensemble Re en retranchant de D les points appar- 
tenant aux domaines fermés y,, ÿ», .., ny -..). Dans ces conditions la 
fonction f(z) est identiquement nulle. : 

Nous omettrons la démonstration de ce théorème en remarquant 
que le cas-considéré se réduit au précédent par la représentation con- 
forme du domaine D sur l’intérieur du cercle. 

Dans les considérations précédentes nous avons toujours supposé 
que les chemins le long desquels varie la variable z sont absolument 
quelconques à la seule condition d’être agrégés au domaine ou de véri- 
fier les conditions supplémentaires. Par suite, l'analyse des problèmes 
qui s’y rattachent était tout à fait classique. En terminant ce Chapitre, 
nous allons fixer notre attention sur quelques exemples des fonc- 
tions analytiques pour lesquels le problème, d’unicité a une réso- 
lution négative. Ces exemples sont intimement liés à la question qui 
nous occupe. | 


] 


3. Me existe une fonction analytique f(s ï régulière à l’intérieur du 


cercle | z| 1 et dont le module tend unt iformément : vers Vinfint, quand 


la variable = tend vers la périphérie ne des circon/férences Het 
triques | 3| = Qn; 1, nc (3 | | 


f RUE ‘ { TOR me j 


(1) Cf. N. Lusin, Sur l'existence des fonctions analytiques qui sont uniformément 


infinies a au voisinage de pue (en Buses) (Bull, de Î ‘Inst. Pol. à Ivanovo-F osne— 
sense, 1922). é 
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Considérons la série 


(1) g(s)= Pa stn, 
n=0 


où les Ay < Ay <Any +5 Uo <r LH LL... sont des nombres entiers 
positifs. 
En posant 
Dn(3) = Y'hushite, 
°k=0 


nous avons 
On( SZ) = Pn-1(3) + Ans. 


Il est évident que dans le cercle | z|<1, 


19n(s)|SAg+ +... +2 pour (n=0, 1, 2, aw 


Il en résulte que 
(2) | Pn (5) |Z An) 3 [Me — (Ag+ Arte. Any). 

Dans tout ce qui suit, nous appellerons couronne la partie plane 
qui est située entre les deux circonférences concentriques | z| = 9’ 


et |s| =” et nous désignerons cette couronne par le symbole [p’, p” |. 
Il est évident, d’après l’inégalité (2), que dans la couronne 


(at) 


se trouve vérifiée l’inégalité 


LE 
3 n\% Z An SS -Fau — 0 1 coe n—-1)+ 
(3) ÉROIEN CEE at ha tet Inc) 


’ GC me . . 
D’autre part, on sait que (: sen =) tend en croissant toujours vers sa 
limite = donc 
LNs 
(4) (1-2) < - ec Bonn ERE TK Pe gee Pa 
m 2 


(5) (= 2)"> 3 Cee Oe re dats 5), é 


vay ee 
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En appliquant l’inégalité (5) à (3), on voit sans peine que 
RS) ae=6, 95.) 


est vérifiée dans la couronne (a — a)? i 
, 1 n 


En désignant par C, la circonférence | z| = 1 — nous voyons 


] 
: RS ER 22 Ln 
tout de suite que dans l’intérieur de ce cercle C, 


i AU 
I Co oe ere 
| Ans 37 tints he Ans (: x) 
24h Pen 


1 (nea? pa) * Uns 


J Ana ; ; | 
I 22205 e eI I rf n Pen 
hf) <hma() (n—1,2,...). 


ñ Mn | | 


Donc dans l’intérieur de C, 


Anta)? Unta 


, I ( Xn Un 
usb | Lu es fre ar QAP eae 


v2/ 


Dans tout ce qui précède, les nombres A, et ux, étant arbitraires, 
vérifiaient seulement les conditions déjà citées plus haut. C’est main- 
tenant que nous définirons leurs valeurs plus précises. 

Nous posons À, =a”, où a est un nombre entier a? betu,=n! 

D'après cela, les inégalités (6) et (7) se transforment en les sui- 
vantes : 


(6") | @n(s)|2 - ie as a part) 


qui sont vérifiées dans la couronne LC: — re) |: 
: nn 


Or, d’ Ste GE nous avons à l’intérieur de Cr 


Lt 


1 
*) [A ail | et a ce ea ae Ne 5 a (nr, 270): 
7") [Parr teiten | cart (T= (SB) <C LS 


2 ? 


Ces opérations préliminaires étant achevées, attaquons la partie 
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fondamentale de notre exemple. Nous allons démontrer que la série (1) 


p(z)= SF Ay SP 


n= 


est une série convergente dans le cercle |s|<1. 

En effet, quel que soit le cercle | | <p, 9 <1, il existe certainement 
un nombre n assez grand et tel que ce cercle est agrégé à l'intérieur 
des cercles Cr, Cyx1 +. Mais dans ce cas, d’après les inégalités (6°) 
et (7°), tous les membres-de la série (1), dont l’indice n est suffisam- 
ment grand, sont moindres en valeur absolue que les termes d’une - 
série 

I I 
1) at 

Donc la série (1) est convergente et représente une fonction holo- 
morphe à l’intérieur du cercle |s| <1. 

I] nous reste à démontrer que cette fonction vérifie les conditions 
cherchées. 

En appliquant les inégalités (6*) et (7°) à la couronne 


[- wo | | 
(rae (ET | 


2 


(8) 1e | ==] eats) * D deste! lon(s)i— D um > EE 


: k=n+1 K=n+1 


Roue aurons 


et a fortiori 


nn 
FOIE (parce que a25), 


La fonction 9(), ainsi construite, vérifie toutes les conditions 
mentionnées plus haut. 


Son module tend uniformément vers l'infini ant la variable z 
-tend vers la circonférence tout en restant dans les couronnes 


[(:- iim) Cae): 


et a fortiori 


-où 
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4. On peut démontrer de plus que le module |o(2)| tend aussi vers 
l'infini, quand la variable z tend vers la circonférence |z|=1 le long 
dun rayon, dont l'angle 4 avec la direction positive de Vaxe Ox est égal 


27 
ey où k et n sont des nombres naturels arbitraires. (L ensemble de 
apn 


ces rayons étant partout dense dans | s|<1.) En effet, 


/ 
/ 


PE) Oni (3) + Ds 


al 
p=n 


et 


(9) | (5) |2 Dao —[@n-i(2) [2] Sve] — (dot dete Er N 


D’aprés notre hypothése, eek vers la périphérie |s|=1 le 


long d’un rayon dont langle 9 =k=,— et A,=a", p,=n! Donc le 


Tas ae 
quotient Aju: AZ u, est un nombre entier siv > 7. 
Il s'ensuit que tous les membres de la série 


~~. - co 


sont des nombres positifs (z tendant toujours vers la périphérie le 
long d’un Fr ci-dessus mentionné ). Donc le long de ce rayon 
l'inégalité (9) s'exprime ainsi 


eS Aya MPs — (hy M die + An) 


v=n 


| p(z ) | 2 i 3h Un — (lo + 3 on An.) 


(10) nee PO | > dal Pt» — (de + Eee PT 


je long du rayon nS derk 
La seconde partie de l'inégalité es est égale à celle de (2), d'où 
a résulte immédiatement que pour tous les points de notre rayon, 
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| rt È x = a} PAS ‘nous avons 
qui appartiennent à la couronne | (: ral | 


(11) | , | Jo(s)|>5- ; 


Il s'ensuit que |o9(z)|—+, quand |z|>1 le long du rayon consi- 
déré. 


5. La fonction cherchée étant ainsi construite, nous allons mainte- 
tenant répéter les conditions plus précises auxquelles elle satisfait: 
Désignons par S une famille de domaines fermés D; de propriétés : 


1° D; est situé à l’intérieur du cercle |z|<1; 

ac bb frontière de D; est un polygone; 

3° Deux domaines D;, D,,ij, de Sn ‘ont jamais de points communs 
entre eux ; 


x La 1 
4° Le diamètre de D; tend vers zéro avec a 


Retranchons maintenant du cercle ls|< 1 cette famille S et soit R 
l’ensemble restant. Il évident que la fonction construite 9 (z) ou en 
particulier = 


R : 7 
2%nnt 
> 5%, 2% n! Pa 
# « 


n =0 ~ 


tend uniformément vers l'infini, z tendant vers la périphérie du 
cercle | 3|<1, tout en restant dans R('). L'ensemble R est un ensemble 
connexe. On peut construire un domaine R', R'DR, tel que |o(z)| 


tend uniformément vers l'infini, = s tendant vers || = 1, tout en restant 
dans R’. 


Pour le voir il suffit NON ve retrancher de |z|<1 les 


domaines D’ de la famille S, {D;}C{D;}, qui renferment les zéros 


de o(s), l'ensemble restant R’ sera un domaine et la fonction ¢(s) y 


vérifie les conditions ci-dessus nommées. 
En effet, la fonction 


, pi(z) = - ry 


— 
~— 


(1) Cf. N. Lusin, loc. cit. 
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est holomorphe dans R’, exception faite peut-être pour un nombre 


fini de points, dans lesquels 9(2) =o. Il nous reste à démontrer 
que 9,(s) tend uniformément vers zéro quand 3 tend vers la périphérie 
du cercle |z|<1, tout en restant dans R’? Supposons que cela n’est 
pas vrai. Alors il existe dans R’ une suite z,, z,, ..., z,, ... tendant 
vers un point 3, de }3|= 1 et un nombre «&, « > 0, tel que|9, (eo) a 

Ces points z,, si n est suffisamment grand, sont agrégés aux 
domaines retranchés {Dj}. Or, si |9,(3,)| >, 2, étant dans le 


domaine Dj, il existe’ certainement un point de R’, aussi voisin 


de D; que l’on veut, auquel |9,(z)|>«. Pour fixer les idées, nous 
désignerons par 2 ce point. Donc il existe une suite de points — 


2), 2), ..., 2, ... [2™GR] lima x, 


et telle que |9,[3™]| >. D'où la contradiction. 


6. En posant 


nous aurons une fonction méromorphe à l’intérieur du cercle |z| 1 et 
tendant uniformément vers zéro, 3 tendant vers |z|=1 tout en restant 


~ dans K'. 


7. ll est évident que toute fonction analytique f(z), meromorphe à 


l’intérieur du cercle |z|<1 et tendant vers zéro (ou vers l'infini), 


z tendant vers un certain arc o de la périphérie | | = 1 le long d'un che- 
min quelconque ne traversant pas des pôles, est identiquement nie (ou 


infinie). 


Il suffit de démontrer le premier cas de notre théorème; car le 


second se réduit à celui-ci, si l’on considère la fonction = - Suppo- 


3) 
sons que le théorème n ‘est pas vrai. La fonction f(z), différente de 


zero, étant holomorphe au voisinage de 5, tend vers zéro en chaque 
point a oc, d’où la contradiction (§ 1 de ce Chapitre). 


8. Toutes les fonctions considérées plus haut étant holomorphes ou 
méromorphes à l’intérieur du cercle |z|<1, la question se pose natu- 
_ Ann. Ec. Norm., (3), XLU. — Mar 1995. 20 ! 
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rellement, s'il existe une fonction analytique f(z) uniforme et continue 
dans le cercle || <1 et tendant uniformément vers sér0, | z| tendant vers 
l'unité? Nous discuterons ce problème et des problèmes analogues 


dans le Chapitre III. 
CHAPITRE II. 


UNICITÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES. CAS DES CHEMINS NON TANGENTS. 


9. Le problème d’unicité des fonctions analytiques, étudié dans ce 
Chapitre, se pose ainsi : 

Soit donné un cercle C, de centre s=o et de rayon 1, et un 
ensemble M de points situés sur la périphérie de C. Supposons que 
la fonction analytique donnée f(z), holomorphe à l’intérieur de C, 
tend vers des valeurs déterminées en chaque point z, de M, z tendant 
vers z, suivant les chemins non tangents à la périphérie de C. 

Quelle est la structure de M, pour que la fonction f( 2) soit uniquement 
déterminée par ses valeurs limites sur cet ensemble? | 

Les propriétés caractéristiques de ce genre sont la puissance, la 
catégorie et la mesure de M. Ce sont ces trois points de vue essentiels 
que nous suiyrons dans cette étude. 


10. Au point de vue de la puissance, la question fut étudiée par 
M. Fatou (') qui nous donne un exemple de fonction f(s) de pro- 
priétés : 

1° f(z) estholomorphe à l’intérieur du cercle|z|< 1 et réel f(s) >0; 

2° f(z) tend uniformément vers l'infini, z tendant vers des points 
d’un certain ensemble P de la périphérie du cercle |s|=1, cet 
ensemble P est partout dense et a en chaque portion la puissance du 
continu. 


En posant /,(s) =e nous obtenons un exemple d’une fonction 
de propriétés : 


1° /,(z) est holomorphe dans le cercle Is\< 1 et continue sur sa 
périphérie ; 


(1) Farou, lec. cit. 
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2° f,(s) tend uniformément vers zéro, z tendant vers des points de 
l’ensemble P ci-dessus mentionné. 


ca - Dans les exemples indiqués l’ensemble P est de la première caté- 
gorie et de mesure nulle. 


11. P étant de la première catégorie, la question se pose naturelle- 
ment, sl existe des fonctions analytiques, dont l’ensemble des zéros est 
de deuxième catégorie, OU, inversement, si le théorème d’unicité est 
toujours exact Sine ce Cas. 

Nous allons résoudre cette question dans ce paragraphe, en 
construisant un exemple d’une fonction vérifiant les propriétés st sui- 

“vantes (à: re \ 


1° f(z) est holomorphe et bornée dans le cercle | z| <1; 
2°. f(z) tend uniformément vers zéro, z tendant vers les points 
| d'un certain ensemble E de la circonférence | z|=1, cet ensemble E 
étant de deuxième catégorie. : ; 


“ A cet effet nous utiliserons l'exemple dû à M. Vitali : soit G(a) 
une fonction continue et croissante dans l’intervalle (0,27), ayant en 
chaque point une dérivée positive g(a), égale à + sur un 
| ensemble E,, de deuxième catégorie et de mesure nulle. Il est évident 
> quel fonction g(x), la dérivée d’une fonction croissante, est som- 
_mable dans (0,27). Cela posé, formons l’intégrale de Poisson 


: - 27 4 1 — p? 5 
P(e, \= ae f BA) TE Gap cos(O— a) * 


j 


AL R ee ee ek ae, 


LAN pale 


~~ 
if 


x 


représentant une fonction harmonique régulière à Dihiéielr du 
- cercle 9 <1, et positive. Il est facile de voir de plus que P(p,’6) tend 
uniformément vers l'infini, le point (0, 9) se rapprochant du point d’un 
certain ensemble E de la périphérie, qui est de deuxième catégorie. 
‘En effet, cela a lieu en chaque point de Ab dans lequel la fone- 


tion Sat égale à à zéro, est continue. Comme ——~ Fay est une fonction de 


g(x) 


i 


(1) J. PrrwaLorr, loc. cit. 


"y 
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“la première classe, dans la classification de M. Baire, l’ensemble de 


ses points de continuité E, est de deuxième catégorie partout. Le. 


produit de deux ensembles E, et E, en est de même, et c'est là 


l’ensemble E cherché. Désignons par Q(o, 0) la fonction harmonique 


conjuguée à P(o, 0) et posons 


w(z) = P(p, 0) +iQ(p, 8), z=pem 


Ainsi nous avons obtenu un exemple d’une fonction w(z) jouissant 


des propriétés suivantes : - 
1° w(z) est holomorphe dans le cercle || <1 et Reel w(s) > 0; 
2° w(z) tend uniformément vers l'infini, z se rapprochant des 
points de la circonférence, appartenant à un ensemble E de deuxième 
catégorie. ! i: 


La fonction analytique f(z) = e-** vérifie évidemment les, con- 
ditions 1° et 2°. $ = É 
L'ensemble E de cet exemple est de mesure nulle. | 

12. Afin d'étudier le problème posé, au point de vue métrique, 
l’énsemble M supposé de mesure positive, nous sommes conduits à la 
nécessité de démontrer une propriété essentielle des ensembles, qui 
reste invariante dans la représentation conforme d’un cercle sur un 
domaine dont la frontière est une courbe rectifiable. Cette propriété 


peut s'exprimer géométriquement de la manière suivante : La représen- 


‘tation conforme d’un cercle sur un domaine dont la frontière est une 
courbe rectifiable fait correspondre chaque ensemble de mesure nulle sur 
la périphérie du cercle à un certain ensemble de mesure nulle situé sur 
cette courbe ('). AE RER | ee 

En effet, supposons, par impossible, que lareprésentation conforme 
d’un domaine D limité par une courbe simple rectifiable R-sur un 
cercle C fait correspondre à un ensemble de points E de mesure non 
nulle du contour.R un ensemble de points E de la circonférence de C 
dont la mesure est nulle. Admettons l’existence d’une fonction f(s), 


> 
\ 4 . d 


(1) N, Lusin, Sur la représentation conforme ( Buil. de l’Inst. Pol. à Ivanovo-Vosn., 
1919). — Voir aussi J. PRIWALOFF, loc, cit. ï 
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holomorphe et bornée à l'intérieur de C, et telle que certainement elle 
ne tend vers aucune limite pour tout chemin jordanien à l’intérieur 
du cercle C aboutissant à chaque point choisi 4, de E, quand on 


_ s’approche de ce point. 


Soit z = 9(Z) la fonction qui AT la représentation conforme du 
cercle C sur le domaine D, La fonction /[9(Z)| est une fonction holo- 
morphe et bornée à l’intérieur de D et telle qu’elle est indéterminée en 
chaque point de Z, de E, quel que soit le chemin aboutissant à Z,. Or, 
on a mesE >o, ce qui est en contradiction avec le théorème de 
M. Fatou, généralisé par M. Goloubeff (1). rn 

Nous sommes donc amenés a démontrer l’existence de la fonc- 
tion f(z) pour tout ensemble donné E de mesure nulle. Passons à la 
construction de cette fonction. 


13. a. Fonction correspondant au point. — Nous supposons que 
la circonférence C ait l’origine pour centre et l’unité pour rayon. Soit 
a un point de C, a=e”. A ce point a correspond la fonction 


ayant les propriétés suivantes : 


1° o(z|a) est holomorphe partout, sauf au pole a; 

2° Ona à l’intérieur de C Reel 9(z|a) >0; 

BR. Si y est une circonférence quelconque, intérieure à * ettangente 
en a au C, on a, le long de y, l'égalité Reel (s1a) = = = où d est le 


diamétre Gen. 


8. Fonction correspondant à l’ensemble par fait. — Soitp un ensemble 
parfait sur la circonférence C définie par les arcs contigus (a,, b,), 
n — 1, 2, 3, ...; soit s, la longueur de l’arc (a,, b,). A cet ensemble p 


(2) Gocouserr, Les fonctions analytiques uniformes dont l’ ble des points singuliers 
est un ensemble ne us discontinu (en russe) (Bull. de l'Université de Moscou, 


1917). 
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correspond la fonction 


Le] 


b(s|p) = > onl es] an) + 9(4| bn)] 


n=} 
ayant, d'après a, les propriétés suivantes : 


1° (z|p) est holomorphe partout, sauf aux points de p; 

2° On a, à l’intérieur de C, Reel Ÿ(z|p)> 0; 

3° Soient y, et y, les deux circonférences intérieures aC, tangentes 
en a, et bs à C et ayant le contact mutuel; leur diamètre est, évidem- 
ment, plus petit que ¢,; désignons par T, la réunion des points inté- 
rieurs aux cercles y, quand n=1, 2, ...; d’après 3° a, nous avons 
dans T, : Reel L(z|p)>1. 

D'autre part, menons les cercles décrits sur les rayons (0, a,) 
et (0, b,),n =1, 2,..., comme diamètres; désignons par D, la réunion 
des points intérieurs à ces cercles; d’après 3° «, nous avons : 


Reel d(s|p)<2Ÿ c, pour tous les points z intérieurs à C, qui 
n—1 ~ . 
n’appartiennent pas à D,; 
4° Soit À un domaine dont la distance à l’ensemble parfait p 
est 6, 6 > 0; nous avons dans A l'inégalité évidente | 


[Yl P< 3 > an. 


n=1 


y. Ensemble parfait déduit. — Soit « un nombre positif donné; 
soit p un ensemble parfait sur C qui ne contient aucun point de E. 
Déduisons de p un autre ensemble parfait p,. A cet effet, mettons dans 
tout arc (a,, b,), contigu à p, un ensemble parfait Gn contenant les 
deux points a, et b, et qui ne contient aucun point de E. 

La réunion Q=p+4q,+q,+... est un ensemble parfait; 
soient $,, $,, ... les arcs contigus à Q. i 

Il est clair que la distance de l’are s,, à D, est non nulle; nous la. 
désignons par d,,, d,, > 0. , | 

Puisque mes E = 0, nous pouvons enfermer (au sens étroit) tous 
les points de E situés sur s,, dans un système d’arcs n’empiétant pas 


est une fonction cherchée. 


| 
= 
4 
g 
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(et même sans extrémités communes) dont la somme des longueurs 


d, ia | : | 
est Se Considérons un ensemble parfait p,, qui s’obtient en 


supprimant de C tous ces systèmes d’arcs; nous dirons que cet 
ensemble p, est un ensemble déduit de p par le nombre «. Il est clair 
que les ensembles I, et D, n’ont aucun point commun; on voit bien 
qu’ona|b(z|p)|<e pour Far point z dans D,. 


8. Existence de la fonction use -- cee 


Sal Eat Sn a DS Olle Or 


Prenons un ensemble parfait qui ne contient aucun point de E, et 
désignons- le par Powe” 
Soit p, un ensemble parfait déduit de p, par ¢,; soit, en général, 
PA un ensemble déduit de p,_, par e,. Il est évident que la fonction 
So (a |) MZ | Pe) PCs pr). 4 4e | Pade 


est telle que Reel Le o à l’intérieur de C et Reel Q devient une inf- 
nité de fois égale à = - et Ar sur toute ligne Jordanienne à l’intérieur 


deC et ont à chaque point choisi z, de E. Done la fonction 


e-QGIE) 


14. Supposons que la fonction analytique f(s), holomorphe dans 


le cercle |=| <1 tende vers des valeurs /inies et bien déterminées, quand 


z tend vers des points d’un ensemble M, mes M > 0, suivant les che- 
mins non tangents. 

Nous démontrerons, dans ces conditions, que la fonction f(s) est 
uniquement déterminée par ses valeurs sur M (*). Il suffit, évidemment, 
de démontrer, que la fonction f(z) prenant la valeur zéro en chaque 
point de M, suivant les chemins non tangents, est identiquement nulle. 

Supposons, au contraire, qu’il existe une fonction /(s), holomorphe 
dans le cercle |s|<<1, différente de zéro et s’annulant aux points de M 


NRA PRIWALOFF (loc. cit.). 
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dans le sens défini plus haut. Cette hypothèse nous conduira à une — 


contradiction. Simplifions notre problème. Du point 2, appartenant 
à M tracons à l’intérieur du cercle deux droites faisant chacune des 
angles de 45° avec la tangente en z,, et traçons de plus un arc de 


| I 
cercle de centre 3, et de rayon =: 


Ainsi nous avons construit un secteur du sommet 2). Désignons : 


par /,(3,) = max |/(s)| le maximum du module de valeurs de /(=) 
dans ce même secteur. En égalant » à 1, 2, 3, ... nous obtenons une 
suite de fonctions 


120): PAC CA fa(&e), HA 


définies en chaque point de M. Conformément à la définition, les 
fonctions de cette suite, finies et mesurables sur M, convergent vers 
zéro en chaque point de M. Il existe, d’après le théorème de M. Ego- 


roff ('), un ensemble parfait P, mesP>o, de convergence uni- 


forme vers zéro de la suite /,(z,). Cet ensemble P fixé, traçons une 


courbe rectifiable de la manière suivante : elle contient P tout entier 
et une infinité de couples de segments de droites menées de deux 


extrémités de chaque arc contigu à P à l’intérieur du cercle, et faisant 
des angles de 45° avec les tangentes correspondantes. Désignons 


par K le domaine, dont la frontière est cette courbe reetifiable. Réali- 


sons la représentation conforme du domaine K sur le cercle |x| <tr. 
Soit P, le correspondant de P sur la circonférence |&|= 1. P, est par- 
fait et de mesure positive (cf. § 12). Moyennant cette représentation 
conforme, la fonction /(z) se transforme en une fonction (a) de 
propriétés : | > 


1° (x) est holomorphe à l’intérieur du cercle lel Se r5 
2° Ÿ(æ) est continue dans le domaine fermé |x|<1; : 
3° Y(a) est égale à zéro sur un ensemble parfait P, de la circonfé- 


rence |a|=1, mesP,>o. D'après la condition 2° on peut prendre ~ 


| («@)|<1 dans le cercle | a|<1, car, dans le cas contraire, on multi- 
plie Ÿ(æ) par une constante, ce qui ne change pas les conditions 1° 
ete”. NE 


(2) Ecororr, C.R. Acad. Sc., 1911. 


Là 
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Etude de la fonction (x). — On peut faire a priori seulement deux 
hypothéses sur la nature de }(a) : 1° ou bien Y(a) n’est jamais nulle 
à l’intérieur du cercle |æ| <1; 2° ou bien il y existe des zéros de cette 
fonction. 

Envisageons la première fete tines. La partie réelle de la fonc- 
tion Ln Y(x) est une fonction harmonique dans le cercle || <1 pre- 
nant la valeur — + sur l'ensemble P, de la circonférence far 
Cette fonction harmonique est négative dans le cercle |a|<1, parce 
que le module de Ÿ(x) est inférieur à 1. Soit U cette fonction. 
Tracons uñ cercle auxiliaire, concentrique anécérele ris r-etde 
rayon p, p < 1. La valeur U, de la fonction harmonique en question, en 
un point (r,, 0,) de ce cercle, est donnée par l'intégrale de Poisson U,: 


+T 


er ze U p?— Fo 
(D Ga ren 


‘oc | U=U,. 


Faisons tendre 9 vers l’unité. U(», «) tend uniformément vers — æ 

sur un ensemble P,, mesP, > o, tout en restant négative. | 
aah Me 

p° Ra ys cos(a — 6,) 
positif et plus grand qu’un nombre fixe, différent de zéro. 

Nous pouvons en conclure que U, tend vers —x, ce qui nous 
donne une contradiction avec l’égalité (1). Analysons, de la même 
manière, la seconde hypothèse. Remarquons, d’abord, que les zéros 


Le Pasteur 


de l'intégrale de Poisson reste 


de la fonction Y(æ) sont isolés dans le cercle |æ|<{T. En effet, s'ils 


avaient un point limite à l'intérieur du cercle, la fonction Ÿ(x) serait 
identiquement nulle. Par conséquent, dans le cas considéré, la fonc- 
tion harmonique. U, étant négative, devient infinie sur un ensemble de 
points isolés situés à I’ intérieur du cercle |æ| <1 et sur l’ensemble P, 
de la circonférence. | 
Tracons un cercle auxiliaire ne contenant pas sur sa périphérie de 
zeros de la fonction }(a). C’est toujours possible, 9 étant aussi voisin 
de l'unité que l’on veut, car l’ensemble des zéros de )(x) est isolé. La 
fonction harmonique U est négative sur cette circonférence. Formons 


er HAE de Poisson U, (1) et posons 


GARE EN aed U,= Up + Dp. ; 
ER Ee. Norm., (3), XLII. — Juin 1925. 21 
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Il est évident que la fonction D, est une fonction harmonique à 
l'intérieur du cercle de rayon p, égale à zéro sur sa périphérie et 
à —o dans un nombre fini de points, situés à l'intérieur de ce 
cercle. On a, par suite, D, 0. Comme U, tend vers — o quand p 
tend vers l'unité, la formule (1’) nous donne la contradiction cherchée. 


15. Les considérations précédentes ne sont pas applicables dans 
le cas où la fonction analytique f(z), holomorphe à l'intérieur du 
cercle |3|<1, tend vers une limite déterminée, égale à l'infini sur un 
ensemble de points M, mesM > 0, de la circon/férence. 

Il est facile, cependant, à l’aide de quelques considérations auxi- 
liaires, à réduire ce cas au précédent, et de résoudre dans le sens 


positif le problème qui nous occupe (*). 


Supposons, donc, qu'il existe une fonction f(s), holomorphe dans 


mesM > 0, de sa périphérie, suivant les chemins non tangents. Il faut 
démontrer que dans ces conditions nous aurons une contradiction. 
Répétons la construction du paragraphe 14, c’est-à-dire traçons du 
point z, appartenant à M deux segments faisant chacun des angles 45° 
avec la sent en s, et tracons de plus un arc de cercle de centre =, 


et de rayon — —- Désignons par Ge) = min | f(s )| dans le secteur 
contruit. La it des fonctions 


Ji Bo), Sa( (Zo). .. 5 Sato} ony 


finies et mesurables sur M, converge vers (2?) l'infini en chaque point 
de M. Il est évident de plus que pies ces fonctions sont non négatives 
et vérifient la condition 


41450) SF 2659) Ses E fa) Se 


Considérons une autre suite auxiliaire des fonctions 


he 2 I I ] 
3 En —————— a = ————— ®@ee ae SF 
91( 0) Fila, eas De ( 0) Ae ee ’ @n (30) FACAES 
Les fonctions 9,(s,) sont évidemment finies et mesurables sur M. 
Te 
(4) 4. PRIWALOFF, loc. cit. A , 
(2) La convergence au sens de M. Baire. | ‘ \ 
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Elles convergent vers zéro en chacun de ces points. Il existe, par suite, 
d’après le théorème de M. Egoroff, déjà cité, un ensemble parfait P, 
mesP > o, de convergence uniforme de la suite On( Zo) 

La suite /(z,) converge donc vers l'infini uniformément sur P. Cela 
veut dire que, quel que soit un nombre positif C, on peut trouver un 


nombre m, tel que, pour tout n > m, | /,(s,)| > C, z, étant arbitraire- 


ment choisi sur P. L'ensemble P étant déterminé, répétons la construc- 
tion du paragraphe 14 de la courbe rectifiable, et désignons de nou- 
veau par K le domaine, dont la frontière est cette Lee. De la défini- 
tion même de ce domaine résultent les propriétés suivantes de f(z) : 


1° f(z) est holomorphe dans K. 

2° f(z) tend vers des valeurs bien déterminées en chaque point de 
sa frontière, = tendant vers ces points suivant tous les chemins 
agrégés à K. É 

3° Les valeurs de /(z) en chaque point de P sont égales à + 0. 

Montrons que f(z) peut avoir seulement un nombre fini de zéros à 
l’intérieur de K. 

En effet, il existerait, dans le cas contraire, au moins un point 
limite des zéros. Ce point se trouverait ou à l’intérieur de K ou sur 
sa frontiére. La premiére supposition est impossible, car la fonc- 


tion f(s) étant holomorphe serait identiquement nulle. Reste la 


deuxième supposition. Les points de la frontière se divisent en deux 
classes : les points de P et les points intérieurs au cercle. Le point 
limite ne peut appartenir à la seconde classe, parce que la fonction f(s) 
est holomorphe à l’intérieur du cercle. 

Il nous reste à considérer le cas, où ce x appartient à 
l’ensemble P. Or, cela est impossible, d’ la condition 3°. Ainsi 
nous avons obtenu la condition. 

4° L'ensemble des zéros de f(z) situés à l’intérieur de K est fini. 

Faisons maintenant la représentation conforme de K sur un cercle 
dans le plan æ. Le correspondant de P est un ensemble parfait P,, 
mesP, > 0(§ 12). 

La fonction f(z) se Senet en une fonction Y(a) ayant les 
propriétes suivantes : à 


U(x) est holomorphe à l’intérieur du cercle ; 
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2’. U(aw) tend vers une limite déterminée en chaque point de la 
circonférence, æ tendant vers ces points le long des chemins quel- 
conques tracés à l’intérieur du cercle; 

3’. En chaque point de P, : Ÿ(x) =+ 2; 

4’. d(æ) a un nombre fini de zéros à l’intérieur du cercle. 

Désignons par x(a) un polynome, ayant les mêmes zéros que (x) 


et formons la fonction 
r(æ) 


b(z) 


Il est évident que W(x) vérifie les conditions 1’, 2’. Quant aux 
conditions 3’, 4’, elles se transforment de la manière suivante : 

3”. Les valeurs de W(x) en chaque point de P, sont égales à zéro; 

4”. W(a) ne s’annule pas à l’intérieur du cercle. 


D'après le paragraphe 14, (x) est identiquement nulle, ce qui 
contredit l'hypothèse. 


16. Nous résumons les paragraphes 14 et 15 ainsi (*) : Sila fonction 
analytique f(z), holomorphe à l’intérieur du cercle, tend vers des valeurs 
déterminées (finies ow infinies) sur un ensemble M, mesM > 0, de la 
curcon férence, suivant les chemins non tangents, cette fonction f(z) est 
unique. 


CHAPITRE II. 


CERTAINS EXEMPLES DE MULTIPLICITÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 


17. Avant d'étudier les problèmes posés à la fin du Chapitre I, 
on a besoin de construire une courbe Z et de discuter ses propriétés. 
Divisons la circonférence.| s| = 1 en 6o parties égales et par chaque 


point de division traçons une partie de rayon de longueur 2e Divisons 


ensuite chacune de ces 60 parties en 60 parties égales et par chaque 

point de division traçons une partie de rayon de longueur 3 et ainsi 

de suite. 

SRE 7 qe PU PER SD POESIE PAR 
(1) I. Priwatore, lo. cit, 
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Désignons par Z la courbe jordanienne formée par |z|=1 et par 
toutes les parties des rayons définies plus haut. Soit G le domaine 


limité par cette courbe. En remarquant que la partie de rayon utilisée 


Sem , I § 4 : : 
dans la «n — 1» division, étant => Soit un. infiniment petit d’ordre 


inférieur à la division correspondante de la circonférence, dont la lon- 


2T: sr 
=» nous avons la propriété : 


SUEUrT est —— 
5 602 


Quel que soit un point M agrégé à | z| = 1 et ne coincidant avec aucune 
division dela circonférence, tout chemin L, ‘aboutissant à ce point ct 


situé à l’intérieur de G, est nécessairement tangent au rayon OM. 


Il en résulte que, si L, et L, sont deux chemins quelconques, | 
situés à l’intérieur du |z| <1 aboutissant à M et faisant en ce point 
entre eux un angle supérieur à zéro, alors l’un au moins de ces che- 


_ mins traverse nécessairement une infinité de parties de Z, situées à 


l'intérieur du |z| 1. 
18. Soit s=¢9(w) la fonction donnant la représentation -conforme 
du domaine étoilé G sur le cercle |u| <1. 
Considérons les propriétés de o(u).Il est évident que o(u) est con- 
tinue, si|v|£r. En utilisant les coordonnées polaires, nous avons 


; z= Re’®, u= per, d 3 
donc Es ; 
. Reï® = 0( pe’), Lno(u) = LoR+7® . 


et : : 
—iLngo(u) = ® — ‘Lu R. 


Il est facile de voir que la fonction 


+ 


A (p; 0) =®(p, 0) — 6 


est une fonction harmonique, régulière à l’intérieur du cercle |u eee ie 
Cette fonction est unefonction continue et à variation bornée sur |u| = 1, 
parce que ® est toujours croissante avec 9. La fonction A(?,0) peut 
être déterminée par une intégrale de Poisson, dont les valeurs limites 
ont une dérivée finie presque partout. Par suite, d’après le théorème 


\ 
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de M. Fatou (‘), ete? tend vers une limite finie et déterminée 
presque en chaque san de la périphérie du cercle, (p, 0) tendant 
vers ces points le long des CHERE quelconques, non tangents à la 
périphérie. 

Soit B(p, 9) une fonction harmonique conjuguée à A(o, 9). D’ après 


le théorème démontré dans le travail (*), la fonction 5,» étant conju- 


guée à tend aussi vers une limite finie et déterminée presque en 


chaque point de la circonférence |w|=1, (9,9) tendant vers ces 
points le long des chemins quelconques, non tangents à la périphérie. 
Il en résulte que la dérivée Q’() d'une fonction analytique 


| ” Q(u) = A(o, 4) + iB(p, 6) 
tend vers une, limite finie et déterminée presque en chaque point 


de |u| =1, u tendant vers ces points le long des chemins quelconques 
non tangents à a périphérie. Or 


(Q(u) =—iLng(u) + iLnu 
ou, si l’on veut, 


ae = Was 

et par suite 
qu) = ueïiQ(u), 

En dérivant cette fonction, nous avons 

gp’ (wu) = eiQiu) + uieiQt), Q'(u); 
d’où le théorème : 

La dérivée 9'(u) tend vers une limite finie et déterminée o'(u,) presque 

y on PNY. 


en chaque point de |u| =1, u tendant vers ces points uy le long des che- 
mins quelconques non tang rents à la périphérie. 


Il est évident, d'après tout ce qui précède, que le théorème ci-dessus 
démontré est applicable à toute fonction 9(u) donnant la représentation 
conforme d’un cercle |u| <1 sur un domaine étoilé. 


(1) Farou, Loc. cit. 
(2) J. PriwaLorr, loc, cit, 
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Il est facile de voir que le nombre 9’(u,) = es (uw) s'exprime 


ainsi 


o( 1° HAE Ga) 
== Nh 
? “(to) tim # Au 


le point u, + Au tendant vers u, le long d’un chemin quelconque tout 
agrégé a|u|<1 et non tangenta|u| =r. 


19. Quel que soit un ensemble*de points E, mesE > 0, situé 
sur |u| =1, il existe certainement, d’après le théorème d’unicité (S 14), 
un point uw, de E tel que 


9 (uy) 0. 


Soient A et À, deux chemins quelconques situés à l’intérieur 
du |u|<1, aboutissant en u, et non tangents 4|u|=1. Ces chemins, 

d’après la fonction z = ¢(u), se bin en L et L, appartenant 
à G et aboutissant au point 2, = o(u,) de sa frontière. Il est aisé de 

voir que l'angle formé par À et À, sera égal à l’angle entre les L et L,, 

c'est-à-dire si Von fait la représentation conforme du |u| <1 sur le 

domaine étoilé, il y a un conservatisme des angles sur les frontières, quand 

on néglige un ensemble de points de | u| = 1 de mesure nulle. 


20. La circonférence |z|=1, étant une partie de Z, correspond à un 
ensemble parfait P, mesP — 0, situé sur |u| = 1, st l'on fait la repré- 


En effet, si cela n’était pas vrai, il existerait au moins un point M, 
de |z| =1 et tel, que l’on pourrait tracer deux chemins tout agrégés 
à G, ne traversant aucun point de Z et dont Fangle au point M, 
d’intersection de ces chemins surpasserait Zéro, ce qui est impos- 


sible (§ 17). 


91. Soient u = W'(z) la fonction donnant la représentation conforme 


du domaine étoilé G, construit au paragraphe 17, sur l’intérieur du 


cercle y([w|£r), et P un ensemble parfait, mesP — o, situé, sur la 
périphérie du cercle y, correspondant à la circonférence |3] = 1. Il 


s’agit de construire une fonction f(s), méromorphe à l'intérieur du 
ae C(|z|£x) et telle qu apres l'élimination de tous ses pôles intérieurs 
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a C à l’aide de courbes analytiques fermées ¥,, Yes +++» Yn3 n'ayant entre 
elles et avec la périphérie de C de points communs, dans le domaine res- 
tant R, | f(z)| tende uniformément vers l'infini, (z) tendant vers l'unité. 

Prenons la fonction de M. Fatou (') F(z) holomorphe à l'intérieur 
de y; ReelF(w) étant positif, tend uniformément vers l'infini, quand u 
tend vers un point quelconque de P, F(w) est holomorphe en d’autres 
points de la périphérie de y. La pncnon O(s) =F[(s)| est holo- 
morphe dans le domaine G; Reel ®(z), étant positif, tend uniformé- 
ment vers l'infini, s restant dans le domaine G et son module tendant 
vers l’unité. 

Le long d’un segment du rayon, si on le considére comme double, 
la fonction ®(z) prend une suite continue de valeurs, exception faite 
pour les extrémités de ce segment. En outre, les valeurs de ®(z) a 
droite et à gauche de cette partie du rayon forment deux suites de 
valeurs holomorphes et différentes entre elles. Au bout du segment le 
plus rapproché de z — 0, ces deux suites holomorphes de valeurs se 
confondent. Quant à la valeur de ®(z) au bout du segment de rayon 
se trouvant sur la périphérie de C, elle est égale à l’infini. Transfor- 
mons cette fonction ®(z). 

Appelons les segments de rayons par « aiguilles ». Nous avons un 
ensemble dénombrable d’aiguilles. Mettons sur chaque aiguille 
un ensemble dénombrable de segments, que nous appellerons les 
« 6-coupures ». Toutes les 6-coupures forment un ensemble dénom- 
brable et vérifient sur chaque aiguille les quatre conditions suivantes : 


1° Elles sont sans points communs. 

2° Leur point limite unique est l’extrémité dé l’aiguille qui est 
placée sur la périphérie de C. 

3° En désignant par 0,” la v""* coupure sur la 4° aiguille et par M” 
le maximum du module de ®(s) sur les deux côtés de 6", on a 


longueur 39 < CMa) (KIO 


Or cela est toujours exact, sil’on diminue convenablement la 0, son 

centre étant fixé a priori. 

mm . 
(1) Farou, Loc, cit. | 


‘ 
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4° La première ¢-coupure sur la ke aiguille, 8°, ne contient pas 
l'extrémité de cette aiguille. 


Considérons la série 


(1) | ù ee 


2R Jay) 5 — 


où l'intégrale est prise le long de la é-coupure dans le sens positif 
relativement au domaine G. 


TT &r= D 


N , ® dz 
Cette intégrale —— ae —— prise le long des deux côtés de la 
ay 


d- coupure, est une fonction holomorphe partout, excepté la coupure 
elle-même. — 


Si la variable æ se trouve à une distance plus grande que a ; de la 


ov-coupure, on a 
1 D(z)dz 
2TL ay 2-2 


Il s’en suit que, si le point a se trouve dans le domaine G,, entiére- 
ment agrégé a G, ainsi que sa frontière, la série (1) converge -unifor- 
mément et absolument. Par suite, la somme de la série (1), désignons- 


M! I I ae I 
or kly! MM 41 kty! 


<2 


la par S(æ), est une fonction holomorphe dans le domaine G. Étudions 
la structure de la différence ®(æ) — S(a) sur la d-coupure, cette dif- 


ference étant holomorphe dans G. Envisageons pour cela une 6-cou- 
pure quelconque, 0.” par exemple. Soient x, pes deux points variables 
assez voisins d’un point € de notre coupure 6”, situés l’un à droite et 
l’autre à gauche et tendant vers £. Comme nous avons déjà remarqué 
plus haut, ®(æ,) etŒ(x,) forment deux suites holomorphes de valeurs 


de deux côtés de 6/”-coupure. D'autre part, ona 


‘ ‘ ; 1, @ d . : 
s(x) => ic @(z)dz Sed GE @(z) ds RTE 
| ; 2T 1 Ja) rt Se 2T1 su 7 — x 

Vv v . à y … 


Il est évident que &/(a), qui est une fonction holomorphe dans G, 


reste holomorphe sur 2° -coupure et prend, par conséquent, les mêmes 
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Poy ! AE oe 
valeurs de deux de ses côtés X/(a,) == '(a,). Ainsi ona 


r Ta B 
2 + I @M(s)dz\ __ I ESS pr 


1 

où par ®,(s) et ®,(s) nous désignons respectivement les valeurs 
a ; NE) 

de ®(z) sur les côtés de æ, et de +,, par « et 8, les extrémités de ¢,”. 


Nous trouvons facilement de là 


S(æ)— S (2) = amd (E) — D,(E)]= O(a) — O(a). 


De cette manière, la fonction ®(x) — S(æ) prend sur à, -coupure 
les mêmes valeurs de deux côtés, c'est-à-dire cette différence est une 
fonction holomorphe et uniforme sur 0)”, et, comme 0," était choisi 
arbitrairement sur toutes les 6-coupures, ajoutons aux quatre condi- 
tions mentionnées encore une condition. 

5° En désignant par ps" la distance du centre de la coupure ¢{” et 
de la périphérie du cercle C, nous avons | 
(k) 
longueur 0) < MD 
ce qui se réalise toujours en diminuant 4)”, son centre étant toujours 
fixe. : 


En utilisant cette condition, nous trouvons pour l'intégrale _ 


I D(z:) dz 
emt Jew 5 — 
sur la périphérie de C l'inégalité suivante : : 


hy k 
1 My sey” 


I f @(s) dz Bh 
2 L qu Se ar (MP +i1)klvlp 


Ainsi nous avons sur la périphérie de C 


I 
AT yen 


1, æ 


ISGI<Y 


kv 


Ainsi la différence ®(a) — S(w) est égale à l'infini, quand la variable « 
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se trouve sur la périphérie de C. Mais on ne peut pas en conclure de 
suite à la convergence uniforme de cette différence vers l'infini, si x 
tend vers la périphérie de C, même s’il reste à l’intérieur de G. On 
doit prolonger l'analyse. On doit imposer, pour cela, une DOUAI 
restriction sur les ¢-coupures. 

6° Désignant par €” le centre de la coupure ¢/” et par d{ la distance 
du point &” du centre le plus foisin de d-coupures, on a l'inégalité 

È (hr) Uk) 
d longueur ce < (MIE a <5 


ce qui se réalise d’une manière analogue aux conditions 3° et 5°. 
(A) 


dy 
Tracant du point {°, comme centre, un cercle du rayon “3 ON voit 


que la 0;°-coupure est placée tout entière à l'intérieur de ce cercle. 
Le point x étant placé en dehors de l’intérieur du cercle construit, on 
a alors 


I D(z)dz 
ame 30 3% 


De cette manière, si-le point x est situé en dehors de tous les cercles 
construits ou sur leurs périphéries, on a l'inégalité 


3 “py di) 
(ie) Aa 2 9% 
et oa dy (MY + 1)yl kl 3 k 


PAR 
ate Kivi 


* 


1, C) 


kly! ey Ore Gj 


k, V 


. Si, au contraire, le point æ est situé à l'intérieur du cercle construit 
pour la coupure Ds 


: ; @(s)ds 

amt Jaq) , 
où | : 
Rite <9. 


ai variable x Prasat à l'intérieur de ce Pre étudions l’inté- 
m/f D(z) dz arses 
ay | 


k) Z—X 


eae erases (=) de ae 2 fun TA 
ani Ju 3—2 27), 32— x 
oy | RES 


grale SOF 
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Désignons, pour abréger l'écriture, par ®(z) la différence 
@, (5) — (3) : O(s) = Di(z) —®(s), 


et en appliquant l'intégration par parties, nous aurons 


Ji 8 : 8. ne 
ae See | D(s)Ln(s — 2) f Ln(s — x).@'(s)ds, 
att Jay) 3 — 2 amity, ae ami}. 2 


| . db : | Nz) 
où la fonction ®(z) est une fonction holomorphe le long de 0, -cou- 
pure. Quant à la dernière intégrale, nous avons | 


8 | 8 
: (= Pe aed . x @’ A 3— 2X SNS 
aul Ln(s— 2) ®'(s)ds|< —- max. | ®( ef (Enter aes 


ain) 


SA" =! : : 1 max ® (5) | oy pepe ty 
< 5 mos. [O(2)].2 f ee eae -|a(s (1+ ns ) 


Cette inégalité nous montre que le module de cette intégrale est 
aussi petit que l’on veut, si la longueur de 2/°-coupure l’est aussi. 
D'autre part la partie tout intégrée | 


2TÉ a — 


8 | 
Le | @ (s)Ln(s—2) = (a) Ln ET + [ (6) — B(] Ln (B—2). 


Soit æ un point d'une perpendiculaire à d/°-coupure passant par le 


point CY, situé à l’intérieur du cercle. Nous avons 


B— x 


LL n 


2TL 


= L(6) — ®(@)] | | Ln(8 — 2)| < ~|®(8) — ®(a)| 


Or, cette expression tend vers zéro, avec la distance entre aetB. 
D’autre part, l'expression 


est égale à 2 (a), où 0 est l'angle aa. 


(a) est, par définition, la différence de deux valeurs de la fonc- 
tion ®(z) au point «. La fonction @(s) étant égale à F[Y(z:)], il en 
résulte que ®(«) est la différence de deux valeurs de la fonction F(u) 
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de M. Fatou en deux points de la circonférence Lia te correspon- 
dant au point double «. Cette valeur ®(a) est un Robe imagi- 

naire Nz, parce que nous pouvons toujours supposer que la partie 
réelle de F(w) a les mêmes valeurs aux points correspondants. Résu- 
mons maintenant tout ce que nous avons démontré à l’égard de la 
fonction S(a), Cette fonction étant égale à 


eos 
2H 1 y 4 — 


5 
Vy 


vérifie la condition |S(a)| <9, si æ n’est pas situé à l’intérieur des 
cercles construits pour ¢,°-coupures. Si x est à l'intérieur du cercle 
construit pour ¢,"-coupures, Z(æ)| est nécessairement < 9. Enfin, à 
_ l'intérieur du cercle construit pour 6°-coupure et au voisinage d’une 
pin passant par le centre de 0,-coupure, la partie réelle 


de — P(2) ét arbitrairement petite, si la He Se de à” l’est 
2 U ay) pote 


aussi. 

Donc la fonction 

Q(x)=D(xz)—S(x) 

- holomorphe à l’intérieur de G, en dehors des cercles construits pour 
les °-coupures, tend uniformément vers l'infini, quand |æ|-1. 

Q(x) est de plus holomorphe et uniforme sur les à-coupures. Nous 
arrivons ainsi à la construction dans le cercle |æ|<<1 d’un système 
dénombrable de contours analytiques et fermés y,, Ys, ..., Yar «++ 
tels qu’en dehors de ces contours la fonction Q(z) est te et 
tend uniformément vers l'infini, quand | 2|—>1. 

Nous pouvons supposer |Q(a)|>o0, quand x se trouve en dehors 
de ces contours, parce que la fonction Q(x) reste holomorphe sur les 
contours eux-mêmes. Envisageons l'intégrale 


DATA (2) dz 


_prise le long de y,, dans le sens positif relativement au domaine Q, qui 
nous reste après |’élimination de domaines fermés limités par y,, 
Ya, +++) Yo) «++ Cette intégrale est une fonction pooper de en 1 dehors 


de y», égale à zéro pour æ à l'infini. 
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+ Lee I Q(sids« wid HET: 
La différence Q(x) — = | == est evi emment une fonction 


holomorphe dans Q. Montrons que cette différence reste holomorphe 
sur y,, et à son intérieur. En effet, prenons un contour Yn» contenant : 
‘à son intérieur le contour +, plus grand que lui et tel qu'il se trouve 
en dehors de tous les contours y,, 2 = m. 
On a l'égalité 


COS) az Q(z)ds 
Ur) = DE + f Ca} de, 
af 


2TL 2. — > 2Ti 32—x 
Yin m 


@ / 
ou x se trouve entre y,, et y... 
Cette égalité montre l’holomorphisme de la différence considérée, 


; ed Qia):de tre Re 
égale à ail CE, à l'intérieur du Ym et sur le contour. 
2T 1 Th pers ce 

L4 


Prenons un contour y,, moindre que y,, et tel que la couronne y, y 
et sa frontière ne contiennent pas de points singuliers de Q(x). 
Alors ona 


m 


1 Q(s)dz_ 1 Q(z) ds i 


2TL 3— Æ 2k — Z 
mij, 3 ani j,, 2x 


Choisissons, par la méthode de M. Rungé, une fraction ration-— 
nelle R,,(a), de manière qu’on ait sur y, et en dehors de y, (|w| <1) 
sf FOS Raa) 

i 


I 
e 
27 2—2x ! 
m 


m: 


< 


> 


Qs) dz 


sf i Wee. I 
Désignons la différence — 

2TL 3— x 
m 


— R,, (x) par 4,,(x) et posons 


f(x) =2Q(2)— Ÿ 6, (2). 


: m=t1 4 
C'est une fonction holomorphe dans le domaine Q et sur tous les 
contours y,,. Nous avons de plus 


a œ 


MONO) (2) | >| 2(2)|— YS >| Q(#)|—3, 


m! 
4 


c'est-à-dire | /(a)| tend uniformément vers l'infini, quand |x| tend 


— we. d 


“¢ 
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vers l’unité, tout en restant dans le domaine Q. D'autre part, nous 
avons 

S(%) = Q(x) — Gy — 2G; (x) 
ou 


Te Z 


ae 


Ym i 


x eu LOL ER) te), 


où (+) est holomorphe à l’intérieur et sur y,,. Comme, d’après les 
démonstrations précédentes, la différence 


I Q(2) dz 


ZTE D 
ri, 5 


1 


est une fonction holomorphe à l’intérieur et sur y,,, et R,(æ) a un 
nombre limité de pôles simples à l’intérieur de y,,, la fonction f(x) 
est une fonction méromorphe dans le cercle || Ke? 1, ayant des pôles 
simples à l’intérieur des Ym 


22, Le probleme posé dans le paragraphe précédent est donc résolu. 
On peut prendre les contours y,, Ya, -.., Yn» «++» entourant les restes 
des aiguilles, aussi voisins des aiguilles que l’on veut. Pour cela il 
faut prendre les ¢-coupures suffisamment is D'où il résulte que 
l’on peut construire deux courbes Z et Z', n'ayant aucune aïguille com- 
mune, et deux fonctions Ja CS) 8 Pfs (z ), ue leaquelles les domaines — 
fermés limités par des contours Y\, Y,, ..., Yio ++. Mont pas de points 


— COMMUNS. 


nous aurons une fonction f(z), méro- 


23. En posant /,(z) = 75 


morphe à l'intérieur du cercle |z| <1 et tendant uniformément vers séro, 
LE z tend vers | z| = 1, tout en restant dans le domaine o: 


24. Le but de ce paragraphe ét de résoudre le problème, posé à la 


fin du Chapitre I; c'est-à-dire de construire une fonction analy 


tique (z), continue et uniforme dans le cercle |3|<1 et tendant uni- 


— formément vers zéro, 2 tendant vers la périphérie | 3|= 1. 


Soient /,(z) et /,(z) deux fonctions, méromorphes à l'intérieur 
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du cercle |z|<1, déjà construites dans le paragraphe 22, ayant les 
propriétés 

1° Tous les pôles de la RARES f(z) sont situés à l'intérieur des 
contours V3, Yo: +++» Yn e+e 

9° f,(z) tend uniformément vers l'infini, z tendant vers la péri- - 
phérie tout en restant en dehors de y,, Yo, -.., Yur «+: [c’est-a- que 
s est toujours dans Q (')]. | 


Les propriétés de la fonction /,(z) sont analogues à celles de /, (3), 
c’est-à-dire tous ses pôles sont situés à l’intérieur des contours y,, 
Vs rl Le CR LOTS uniformément vers l'infini, quand z tend | 
vers la périphérie | =| = 1 tout en restant dans Q’. Q’étantun ensemble mat 
connexe, extérieur à tous les domaines fermés limités par des con- 
tours Yi, Yo. +++» YA -.. Quels que soient n et m, les contours y,. 
et y, n’ont jamais de points communs et sont deux à deux extérieurs. 

Considérons dans le plan æ un ensemble parfait E, partout discon- 
tinu, mesE > o et une fonction de M. Denjoy 


ds : — 


On sait que cette fonction est une fonction analytique, holomorphe 
en dehors de E et continue sur tout le plan, égale à zéro à l'infini. 
Pour fixer les idées nous supposons que Venseuible E est situé a. 
l'intérieur du domaine, limité par le contour K. Soit maintenant 


o(s)=D[fi(s)] DL fx(s)]. 


Il est évident qu’en tout point s, |s|<1, la fonction w(z) est 
déterminée et | o(s)|< M? quand |z|<1 si |D(w)| <M. Nous pou- 
vons toujours supposer, que pour tout point de Q:|/,(s)|>™m, et 
pour tout point de Q’: |f2(z)| > m, où m, m> 0, est une constante, 
parce que nous pouvons enfermer tous les zéros de ces fonctions 
à l'intérieur de contours correspondants. Si K est situé à l’intérieur 
du cercle de rayon m, la ee est RO PARS en tout 


(1) Q étant un ensemble connexe, extérieur à tous les domaines fermés, limités par 
des contours Y3, Ye, :.., Yn) ce. 


V” * 


iN oe 
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point z, || <C1, extérieur à la fois à y, et y, donc tous ses points sin- 
guliers sont situés à l’intérieur de ces contours et forment un ensemble 
parfait partout discontinu. Nous allons démontrer que |w(z)| tend 
uniformément vers zéro, quand | z| tend vers l’unité. En effet, dans le 
cas contraire, il existerait une suite de points: 

Re Den rat | te let: 


telle que > 
[o(3r)| A, A> 0. 


Or, cela est impossible, parce que les contours y et y’ sont deux à 
deux extérieurs et, par suite, si l’un des facteurs D[/,(2)] ou D[ /,(s)] 
est moindre que M en son module, l’autre tend nécessairement vers 
Zéro. 

Il estévident, de plus, que (zs) est une fonction continue, si|z|<1. 


25. Nous allons démontrer, dans tout ce qui suit, que l’on peut 
changer la fonction w(:), construite dans le paragraphe précédent, de 
telle manière, que sa partie réelle soit positive quand |3|<<r (en 
supposant toujours que toutes les autres propriétés sont con- 
servées). A cet effet, considérons les propriétés des fonctions de 
M. Denjoy. 


96. Soit | | 
v=o fate 


où E est un ensemble parfait, partout discontinu, mesE > o, situé a 
l'intérieur du domaine limité par K. 

Quand la variable € varie dans tout le plan, la variable w reste 
toujours à l’intérieur d’un certain cercle, dont le centre est au 
point w = o, parce que la fonction D(¢) est bornée. La fonction D(C) 
étant partout continue, l’ensemble de ses valeurs est un continu, 


borné dans le plan de la variable w. La frontière extérieure de ce con- 


tinu est une courbe jordanienne fermée J sans points multiples. Le 
point w=o est situé à l’intérieur du domaine, limité par J. Soit 
e = (u) une fonction donnant la représentation conforme du domaine 
limité par J sur l’intérieur du cercle [v| 1. On sait que, dans ce 
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cas, il existe une correspondance biunivoque entre les points de J 
et |v|=1. Nous pouvons toujours supposer que ¢(o) =o. La fonc- 
tion D(C) étant continue, donc quel que soit un point de J il existe 
certainement au moins une valeur de € telle que D(C) est l’affixe de 
ce point. Il est évident que ce point ¢ appartient nécessairement à E. 
Cela étant, considérons la fonction 


w= p[D(£)] = @(¢). 


Il est aisé de voir, que la fonction analytique, uniforme ®(C) est 
partout continue et holomorphe en chaque point €, n’appartenant pas 
à E. L'ensemble de toutes ses valeurs est un continu sur le plan de w, 
dont la frontière extérieure est une circonférence de centre #= 0 et 
de rayon 1. Il est à remarquer que, w est à l'intérieur du 
cercle |w|<1 chaque fois, quand € est en dehors de E, ct que w est 
ou bien à l’intérieur du cercle |#|<1, ou bien sur la circonfé- 
rence |#|=1 dans le cas contraire, et qu'à tout point de |w|=1 
correspond certainement un point de E. Il en résulte que l’équation 


| @&(¢)=—1 
a nécessairement des racines, et que ces racines forment un ensemble 
fermé €, € CE. Soit £ un cercle, contenant tous les points de €, dont 
la circonférence a nécessairement au moins un point & de €. Soit £, un 
autre cercle symétrique à £ par rapport à la tangente au point £. Il est 
évident que, pour construire ce cercle £,, il suffit de tourner le plan 
de € de 180° autour du point &, c’est-à-dire faire le changement 


ee 2Ë — €. 
Soit €, le transformé de €. La fonction 
®, (3) = D(2ê — €) 
_ est partout continue et holomorphe en dehors de l’ensemble E, (E, est 
le transformé de E par la rotation considérée). 
En chaque point de l’ensemble €, :®,(¢) = — x. 


Les ensembles ¢ et £, ont seulement un point commun Ë. Considé- 
rons maintenant la fonction 


S(t) = @(£) + ,(£). 


Be " 
4 
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Il est évident que |S(¢)|S2 et l'équation S(C) = — 2 a seulement 
une racine C = &, 

Donc S(é) = — 2, ReelS(¢) > — 2, si Cae. 

La fonction S(¢) est partout continue, holomorphe en dehors de 
l’ensemble E + E, et égale à zéro à l'infini. | 

Considérons enfin la fonction 


TE) = S() +2 
Les propriétés de T(C) : 


1° T(C) est une fonction analytique uni porme et partout continue ; 

2° T({) est holomorphe en chaque point, n'appartenant pe a l’en- 
semble parfait, partout di SCONLNU ; 

Bo Reel T(C ) 0: es 

4° ReelT(C) = 0 est vérifié seulement dans le cas où C= §. Dans ce | 
Gas STEN St 0. * «) 


27, Soit f(z) une fonction méromorphe à l’intérieur du cercle|z|<1 
(construite dans le paragraphe 21) dont tous les pôles sont situés a 
l’intérieur des contours fermés y,, y», ..., Yn, -.. et tendant unifor- 
mément vers l'infini, z tendant vers la ue du cercle |=|=1 
tout en restant en dehors de y,, y2, -... Considérons la fonction 


Uls)T(E+ a5) ie ou lel 


Si = n’est pas un pôle pour f(z), la fonction U(z) a une valeur 
déterminée différente de zéro. Si z est un pôle pour f(z), la fonc- 
tion U(z) est égale à zéro. Donc i existe à l’intérieur de | z| < 1 seule- 


ment un ensemble dénombrable de points de 3, dans lesquels U(z) = 0, 
et tous les points limites de cet ensemble: GROS nécessairement 


a | 5 | = Le 
Ces zéros sont les points Realtors pour la (neon U(s). Il est 


aisé de voir que la fonction U(s) est continue et uniformément bornée 


à l’intérieur du cercle | 3] 13 l’ensemble de ses points singuliers est un 


ensemble parfait situé dans le cercle |3|S1 et ayant la circonfe- 


rence | s|= 1 comme ensemble limite. De plus, sis est à l'intérieur du 
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domainé Q (en dehors des y;) et|3|-1, le module U(s) tend uni formé- 
ment vers zéro. Enfin ReelU(z)2 0. | 

98. Soient maintenant /, (3) une fonction méromorphe tout analogue 
à J (3) et Yi; Yor +++» Yar «++ une suite de contours correspondants. 
Nous supposons seulement que les contours y! et y; sont deux à deux 
extérieurs. | 

Désignons respectivement par Q et Q’ les ensembles connexes 
formés par les points de|z| <1 extérieurs aux contours y,, Yo, ---> 
Vs OÙ AUX CONTOUTS Yo, Vinay uy ory OLOnE 


) viaset Usls)=T(E+ 775): 


Nous avons démontré que ces fonctions sont continues et unifor- 
mément bornées à l’intérieur du cercle |=|<1 et tendent uniformé- 
ment vers zéro, 3 tendant vers la périphérie |z|— 71 tout en restant 
dans Q pour la première fonction, et dans Q’ pour la seconde. La pre- 
mière de ces fonctions a un ensemble dénombrable de zéros singuliers 


I 


Ji (5) 


U,(2)=T(E+ 


à l’intérieur des contours y,, Y2, ..., Yn» --- et la seconde à l’intérieur — 


des y, Yo. +++» Yoo «+++ Le produit 
| | r(z) = U,(z) Us(s) ; 


est une fonction analytique uniforme, continue dans le cercle |z| <1 et 


. F : M L ere ere . 
tendant uniformément vers zéro, 3 tendant vers la périphérie || — x. 


Tous les zéros de cette fonction forment un ensemble dénombrable et 
sont situés à l’intérieur des contours y et y’. 
La fonction | 


2 ah Le =e 


wes 
est égale à l'infini dans un ensemble dénombrable de points 3; RAP 


Cet ensemble n’a aucun point limite à l’intérieur du cercle, mais chaque 
point de la circonférence || == 1 est son point limite. L'ensemble des 
points singuliers de la fonction R(z) est un ensemble parfait, partout 
discontinu à l'intérieur du cercle, dont la ligne limite est la circon fe- 
rence || =1. Il est essentiel à remarquer que R(z) n’est jamais nulle, 
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st|z|<1. Enfin, R(s ) tend uniformément vers Vin fini quand | z| tend 
vers l’unité. 


29. Cela étant, considérons la fonction 


Vis) =T(2 + ATS) 


V(2) est une fonction analytique uni forme, continue dans le cercle | z| <1 
et telle que |V(s)| tend uniformément vers zéro quand | 3| tend’ vers 
l'unité. L’équation V(z) = 0 a, à l’intérieur du cercle |z|<1, une infi- 
nité dénombrable de racines z;, n'ayant aucun point limite à l’intérieur 
de|z|<1. Chacun de ces points est un point singulier pour la fonction 
V(s). En chaque point 2 n’appartenant pas à cet ensemble dénombrable 
3;, on a : ReelV(z) > 0, où |2| <1. 
Considérons la rotation du cercle |z| <1 autour du centr 3 = 

par un angle 6, de la manière qu'aucun des points transformés | 


guet, sed, ..., z,ei, 
ne coincide jamais avec des points 
Z1) 52, >» Fr 


Il faut remarquer, que nous supposons dans cette transformation le 
point s = o n’appartenant pas à l'ensemble dénombrable z;; dans le cas 
contraire, nous faisons d’abord la représentation conforme du 
cercle |z|<r en lui-même, de telle manière que le centre z — o se 
transforme en un point, où V(s) est différente de zéro. D’après les 
transformations déjà indiquées, considérons la fonction 


Nae V (2e ye * 


Cette fonction est continue dans le cercle | 3|'<1, tend uniformément vers 
zéro, |s| tendant vers l'unité, et la partie réclle de V, (z) est poss 
pour tout point =, | 2 | <1, 1, n'appartenant pas à l'ensemble z,e°, dans 
lequel V,(2) = 0} 
_ La somme a ote | 
w(s) = V(z) +°Vi(5) 


est une fonction analytique uniforme, continue dans le cercle [sl <r, 
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avec un ensemble parfait des points singuliers, et tendant uniformément 
vers zéro, |3| tendant vers l'unité. De plus, pour tout point 3, [sl 1, 
Reel w(s) > 0. 

30. En posant 


Q(s)= AE 


LES 


> 


nous aurons un exemple d’une fonction analytique continue à l’inté- 
rieur du cercle | z|< x et telle que | Q(s)| tend uniformément vers l'in- 
fini, |z| tendant vers l'unité. De plus, pour tout point 3, |s| +, 
ReelQ(z) > 0. L'ensemble de ses points singuliers est un ensemble 
parfait, situé dans le cercle | z|<1, et discontinu partout dans |z| 1. 


31. On peut transformer la fonction w(z), construite dans le para- 
graphe 29, de manière que /e rapport de la partie imaginaire a la 
réelle de la fonction trans formée (3) tende uniformément vers zéro, 
|: | tendant vers l’unité (bien entendu, que les autres propriétés de la 
_ fonction w(z) restent les mêmes après la transformation adoptée). 
En effet, soit u(æ, y) la partie réelle de w(z). Il est évident, 
_ d’après la construction de w(z), que la fonction harmonique u(x, y), 
u(x, y) > 0, est continue dans le cercle |z|<1 et tend uniformément 
vers zéro, | z| tendant vers l'unité. L'ensemble parfait de ses points sin- 
guliers, étant situé dans le cercle |z|<1, est partout discontinu à 
l’intérieur de ce cercle. Soit +’ = 9() une fonction donnant la repré- 
sentation conforme du domaine simple, formé par les points æ =w(z), 
sur un domaine quelconque de #” situé à droite de l’axe imaginaire 
symétrique par rapport à l’axe réel et limité par une courbe, admettant 
le ‘contact d'ordre infini au point ’=o0 avec l'axe réel. On peut 
prendre comme exemple de la fonction cherchée la fonction 


| w(s)=o[(s)]}s 
32. En posant 


AN Ur I __ P—iQ 
w(s)  P+iQ” PP+ Q?’ 


Q(z) ae 


_ à l’intérieur du cercle 


6 
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considérons la partie réelle de Q(s) : 
ge? ‘ 


NP Ce D UT 
a VA LPO de 
| TD 


Il est évident que U(æ, y) a les propriétés : 
x 
1° U est uniforme, harmonique et continue à l’intérieur du cércle|z| <1; 
2° U est positive, s1|3| 1; 
, 3°U tend uniformément vers l'infini, | z| tendant vers l'unité ; 


4° L'ensemble parfait de ses points singuliers est situé dans le 


. cercle |z| <1, partout discontinu à l’intérieur de ce cercle. 


= CHAPITRE IV. 


UNICITE DE FONCTIONS ANALYTIQUES. CAS DES CHEMINS RADIAUX. 


33. Nous allons démontrer, dans ce paragraphe, qu’il existe une 


_ fonction analytique w(z), holomorphe à l’intérieur du cercle || <1 et 


tendant vers Vinfini en chaque point d’un ensemble E, mes E = 27 de 
la: circon férence |z|=1, quand z tend vers des points de E le long des 


rayons. | 


Soit Z une courbe, construite dans le paragraphe 17, et 


U=9(s) 


une fonction donnant la représentation conforme du domaine G, 


limité par la courbe Z; sur l’intérieur du cercle |u| <1. D’après cette 
transformation, les points |s|=1 correspondent aux points |u|=7, 


appartenant à un certain ensemble parfait P, mes P = 0 (§ 20). 


_ Considérons maintenant une fonction de M. Fatou F(z), holomorphe 
u| <1, dont la partie réelle, étant positive, 
tend uniformément vers l'infini, u-tendant vers des points de P par 
des chemins quelconques. La fonction transformée 


D(z)—F[y(3)] 


estholomorphe à l'intérieur de G et sa partie réelle, restant positive, tend 
uniformément vers l'infini, tendant vers la périphérie] s| = 1 par des 


OF 


wo 


184 N. LUSIN ET J. PRIWALOFF. 


chemins quelconques, traversant peut-étre les aiguilles de la courbe Z. 
Ces aiguilles sont les coupures pour la fonction ®(z). Soit|s|=R, 


R, <= Rajan (lim R,=7) 


mao 


l’ensemble des circonférences tout agrégéés au cercle |z|<1. Nous 
supposons que R, > - et que les extrémités des aiguilles n’appar- 
tiennent pas à ces circonférences. Il est évident que toutes les aiguilles 
sont partagées par des circonférences en une infinité dénombrable de 
parties. Soit — a | : 


l’ensemble de ces parties. Chacune de ces parties à, a deux extrémités : | 
nous désignerons par a, celle dont la distance de la périphérie [z|=1 
est la plus grande. Soient C’, le cercle de rayon p,, dont le centre 
est a,, et C’, le cercle de rayon p, dont le centre est au point d’inter- 
section de cette aiguille avec lacirconférence | z| =1. Soit A, le contour 
convexe formé : 1° par la partie de. Cu 2° par les deux tangentes com- 
munes à C, et à C, prolongées jusqu'aux points d’intersection avec 
z|=1;et 3° par la partie de la circonférence |z|=1 tout agrégée 
au cercle C’. Les nombres op’, et 9’, étant jusqu'ici arbitraires, nous les 
choisissons de telle manière, que chaque contour À, soit tout agrégé 


aux domaines limités par les contours précédents et contienne tous 


les suivants. Nous supposons, en outre, que les séries > Pa et >, Pn sont 
1 1 


> 


convergentes. Considérons la fonction 


1 (OS) ae 


ae PA en gh Re 


en supposant que à, a deux côtés. Cette fonction est holomorphe en 
dehors de à, et égale à zéro à l'infini. Soit p,(z) un polynome tel, 
que pour tout point 5, agrégé à |s|<1 et extérieur au Hana 
limité par A,, 


|K,(s)—pa(s)|< = 


D’après la construction faite, la différence 


| oe ®(z)—K,(s) 
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est une fonction holomorphe à l’intérieur de G et sur le segment à, 
Or, la fonction 


= YK.) pals) 


est holomorphe dans G, donc la fonction 
@(s) = ®(z) —L(z) 


l’est aussi. Cette fonction w(z), étant holomorphe dans G, l’est aussi 
sur toutes les aiguilles de Z et, par suite, elle est holomorphe en 
chaque point z, were Il nous reste à démontrer que w(z) vérifie 
les conditions cherchées. En effet, les séries Xo, et Lp’ étant conver- 
gentes, il existe sur la circonférence | z| — 1 un ensemble E de la pre- 
miére catégorie, mesE = 27, et tel que, pourtout point a de cet 
ensemble, le rayon Oa traverse seulement un nombre fini des con- 
tours A,. Done, si z est sur Oa, les modules de tous les termes de la 


pare x Heu. . . I 
série L(z), à partir d'un certain terme, sont moindres que =+ Par 


conséquent, la fonction L(z) est bornée sur Oa, d’où il résulte que 
Reelw(z) tend vers l’infini, quand z tend vers a le long du rayon Oa. 


34. En posant 
ae Q(s) = et), 


nous aurons une fonction analytique, holomorphe a Vintérieur du 
cercle || <1 et tendant vers zéro, z tendant vers un point quelconque 
de E le long du rayon. Cet ensemble E de la circonférence |z|= 1 est de 
la premiere catégorie et de mesure 27. 


35. Dans ce dernier exemple l'ensemble E était un ensemble de la 
première catégorie et de mesure 27. La question se pose naturelle- 
ment, s'il existe une fonction analytique, holomorphe à l'intérieur du 
cercle [3 | <1 et tendant vers zéro en chaque point de E (*) de la seconde 
catég orte, mesE > o, 3 tendant vers ces points le long des rayons. 

La réponse est affirmative et voici l'exemple d’une telle fonction. 


(1) H est bien entendu que E est sur la circonférence RATE 
all 
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_ces points le long des rayons (§ 33). Nous supposons que notre fone- 
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Dans le paragraphe 34 nous avons construit une beton. analy- 
tique Q(z), holomorphe à l’intérieur du cercle [:|<1 et tendant 
vers zéro presque en chaque point de |s|—=1, 3 tendant vers la péri- 
phérie le long des rayons. Il est évident que l'on peut construire, par 
la même Méthodé une fonction Q,(z), holomorphe à l'intérieur du 
cercle |3|<<1 ainsi que sur la demi-circonference, située au- -dessous de, 
l'axe Ow, qui ‘tend vers zéro en chaque point de l’ensemble E,, situé sur 
la FRITES |z|= 1 au-dessus de l'axe Ox, mesE, = + (*). 

D'autre part, soit Q,(2) une fonction holomorphe et bornée à l'inté- 
rieur du cercle |z|<1 et tendant vers zéro en chaque point a’ un 
ensemble E,, de la seconde catégorie, mesE,= 0, situé sur la PR 
circon férence au-dessous de l'axe Ow, = tendant vers ces Poe par des. 


chemins quelconques (ELLE | | hy 
Ml est : aisé de voir ane la fonction in 5 
T(% pees AC: ie 23 (5 ) 


est une fonction cherchee. é, | | 
En effet, elle est holomorphe à Pete du cercle |: | e 1 et tend 
vers Zéro aux bade cite d ensemble’ 8 CHE,+E, de la seconde catégorie, 


78 tendant vers ces points le One 


fe rayons. MS 
La mesure de € est égale An. 


36. Soit w,(s). une fonction analytique, holomorphe à l'intérieur 
du cercle |z|<1 et tendant vers l'infini presque en chaque point de _ 
la demi- circonférence, située au-dessus de l’axe Ox, s tendant vers _ 


tion: ,(s) est holomorphe en chaque point de |s|=1, situé au-- 
dessous de Ox. D'autre part, soit @,(s) une fonction analytique, holo- 
morphe à l’intérieur du cercle | z| <1, la réelle partie de w,(z) étant — 
plus grande que l'unité, et tendant uniformément vers l'infini en chaque | 
point d’un ensemble E, de la seconde catégorie, mesE, =o, situé sur _ 
la demi- circonférence au-dessous de l'axe Ox, 3 tendant vers ces 


(DE: tendant vers ces points toujours le long des rayons. 


Ü 
¥ Aye 
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points par des chemins quelconques (§ 11). Considérons le produit 
TUS yo (3);0(4): 


Il est évident que a(z) est une fonction analytique, holomorphe a 
l’intérieur du cercle |3|<1, et tendant vers l'infini en chaque point 
d'un certain ensemble, situé sur la périphérie |z|=1, qui est de la 
seconde catégorie et dont la mesure est x (3 tendant, bien entendu, sui- 
sant les rayons). ; 


37. Les ensembles E et €, définis dans les exemples construits (§ 34 
et 35), étaient ou bien réduits (') et de la première catégorie, ou bien 
de la seconde catégorie, mais alors il n’existait aucun arc de la cir- 
conférence, sur lequel cet ensemble était a la fois réduit et de la 
seconde catégorie. Nous allons démontrer que, si l’ensemble E est a la 
fois réduit et de la seconde catégorie sur un certain arc de la circon fé- 
rence, toute fonction analytique égale sur cet ensemble à zéro, ou à 
l’infint (dans le sens mentionné plus haut), est identiquement ou bien 
nulle, ou bien infinie. 


38. Nous allons démontrer, dans ce paragraphe, le théorème suivant : 


SiE est un ensemble réduit de points de la seconde catégorie, situé 
sur un arc s de la périphérie |z| ==1, et f(z) une te analytique, 
holomorphe à l’intérieur du cercle | 5 | 1, et tendant vers zéro en chaque + 
point de E, z tendant vers ces points le long des rayons, alors cette fonc- 
tion est spenainuentens nulle. | 

Supposons que le théorème n’est pas vraiet soit / (z) une fonction 
vérifiant toutes les conditions du théorème. Posons 


BG) = (Es) 
La suite des fonctions | 


fi), fat), Et Hate): RE 


AE Nous dirons que l'ensemble E est réduit sur MANS si toute sa portion 4 une 
mesure positive. 
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holomorphe dans le cercle | s 
de l’ensemble E. 


Donc, si 
n>n(6), PAIE 


[n(¢) est un nombre naturel aussi petit que possible et tel que, pour 
tous les n surpassant ce nombre |/,(C)|< €]. 
Désignons par E, l’ensemble des points €, pour lesquels n(C) = 4. 


Nous aurons x 
E=E,+E,+...+E;+.. 


Il est évident que E, CE,CE, ..… 

L'ensemble E étant de la seconde catégorie sur 6, il existe par suite 
un certain ensemble E,, qui est de la seconde catégorie sur oc. 

Donc, il existe un arco’, s' C5, sur lequel l’ensemble E; est dense 
‘partout. D’après notre construction, les ensembles E;,,, E;,,, ... sont 
aussi denses partout sur 5’. Si mes(o’.E,) = o, il existe certainement 

un ensemble E;(j > 5) tel que, mes(s’.E;) > o (dans le cas contraire, 
l'ensemble o’.E serait de mesure nulle). Donc, il existe toujours un 


ensemble E, partout dense sur o’ et dont la mesure sur cet arc est _ 


positive. Nous désignerons par M; l’ensemble o’.E,. D’après tout ce 
qui précède, RARE M, est partout dense et mes M,> Oo. 
Si ¢ appartient à M}, : 


PAPE e pour n>k, 

Soit €, un nombre positif plus grand que 
| | DR FACE A CR EUR cs) 
OU SC | : 

Désignons par c le plus grand des deux nombres €, et €. Ilest évi- 
dent que RAR 

AL ANR EVE IZn(S)|<e 
pour tous les n et pour tous les CM, 


La fonction /,(3) étant continue sur 6’ et l’ensemble de pointe M4 
partout dense sur cet arc, on a 


Ifn(x)|<e 
pour tous les n et x C5’. 
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HET 


ene + , I 
En utilisant le changement de variable z = a, nous transfor- 


mons l'arc s’en un arc oc’, dont le rayon est r — —- D’ Aptis cette trans- 
formation, nous avons 


JG) = fale). 


Il en résulte que | f(s)|<c pour tous les zs, : C0! 

Soient a et b les extrémités de o’. Nous pouvons toujours 
supposer, Sans aucune restriction, que ces points appartiennent 
à l’ensemble M,. La fonction f(s) est bornée sur les rayons Oa 
et Ob, parce que le long de ces rayons elle tend vers zéro. Donc, 
quel que soit x, la fonction f(s) étant bornée sur le contour Oa!,b°0 
(où a, et b, sont les extrémités de l'arc o’) le sera aussi dans le sec- 
teur OabO. D'après le théorème de M. Fatou ('), la fonction f(z) tend 
vers une limite déterminée presque en chaque point de la périphérie 
de ce secteur, s tendant vers ces points le long des chemins quel- 
conques, non tangents à la périphérie. Soit K l’ensemble de ces 
points : mesK = o’. Il est évident, d’après tout ce qui précède, que 
dans chaque point de l’ensemble (M,. K) cette limite est égale à zéro. 
Or, mes(M,.K) ‘étant positive, d’après le théorème déjà démontré 
(S 14), f(s) est égale à zéro identiquement, ce qui est impossible. 


_ Remarque. — Il est évident que le théorème est vrai, si l’on suppose 
que la Jonction, { (2) est holomorphe seulement au voisinage d’un certain 
arc o de la circonférence | z| = 1. à 


39. Nous allons démontrer, dans ce paragraphe, que toute fonction 
analytique f(z), holomorphe a Vi ; 
vers Vinfini en chaque point d'un ensemble E, réduit et de la seconde 
catégorie sur un certain arc o de la circon ference |s|=1, 2 tendant vers 
ces points le long des rayons, est égale à l’infint identiquement. Suppo- 
sons que le théorème n’est pas vrai. Soit /(z) une fonction vérifiant 
les conditions du théorème. Désignons par E, une portion de E, par- 
tout de la seconde catégorie, située sur 5’, 5€ 5. Il est évident que 


(1) Fatou, loc. cit. 
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tout point de s’est nécessairement un point limite pour les zeros de la 
fonction f(z); sinon, il existerait au moins un arc o,, 5, C 9, et tel 
qu’au voisinage de o, la fonction f(z) n'aurait pas de zéros. 


Donc la fonction 
0 I 


J (4) 


A(4)= 


serait holomorphe au voisinage de cet are. La fonction /, (2) tend vers 
zéro en chaque point de l’ensemble c,.E,, = tendant vers ces points le 
long des rayons, donc elle est égale identiquement à zéro, d’après le 
théorème du paragraphe 38, parce que l’ensemble c,. E, est réduit et 
de la seconde catégorie sur o,. Cela est impossible. 

Soient r,<r,<r;<... les modules des zéros de la fonction f(s), 
|z|= r,les circonférences concentriques et /,(s) la suite des fonctions 


Jn(3)=S(1n3). 


Cette suite de fonctions /,(3), holomorphe dans le cercle | z|<1, 
converge vers l'infini en chaque point ¢ de l’ensemble E,, donc pour 


n>n(6), lfn(S)|>C, où C>o 


[n(¢) est un nombre naturel, aussi petit que possible, et tel que pour 
tous les n surpassant ce nombre | /,(¢)| > C]. 

Soit E; l’ensemble des points €, pour lesquels n(¢) = #; il est évi- 

dent que | 
E, = E} + E?+...+Ef+..., 
CHE Deg er eg 

L'ensemble E, étant de la seconde catégorie sur o’, il existe, par 
suite, un ensemble E; qui l’est aussi. Donc, il existe un arc o”, o”C a’, 
sur lequel l’ensemble E‘ est partout dense. 

(Les ensembles E/, où j>7, sont aussi partout denses sur o”. 
Si maintenant mes(o’.E') =o, il existe nécessairement un en- 
semble Ei (j >7) tel, que mes(o”.E/) > 0, parce que, dans le cas con- 
traire, la mesure de l’ensemble E, serait nulle sur o”. Donc il existe 
toujours un ensemble E partout dense sur o” et dont la mesure sur 
cet arc est positive. Nous désignerons par M, l'ensemble o’.E‘ 
[mesM, > 0, M, est partout dense]. 


‘ 


SUR L’UNICITE ET LA MULTIPLICITE DES FONCTIONS ANALYTIQUES. TOI 
SiC appartientaM,, | VER 
[fr(E)|=>C pour n > À. 


La fonction f,(3) étant continue sur o” et l’ensemble de points M, 
partout dense sur cet arc, on a |[/,(æ)|> CG pourn>h et x Co. 

En utilisant le changement de variable s — r,x, nous transformons 
l'arc o” en un are 5°, dont le rayon est r,. D’après cette transformation, 
nous avons Is )= f(x). Il en résulte que Lf(2)1>C pour tous 
les z, Re sin > 4. 

L'arc 5’ étant un are limite pour les zéros de la fonction f (®); 
si n est suffisamment grand, 5° doit renfermer au moins un zéro de la 

fonction J(s, d’où la contradiction. 


Remarque. — Il est évident que le ihedeains serait vrai, si l’on sup- 
posait que /a fonction f (2) est holomorphe seulement au voisinage d’un 
certain arc de la circonférence | z] = 1. 
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SUR 


LA SOMMATION DES SERIES DIVERGENTES 


PAR 


LES MOYENNES SIMPEES ET DOUBLES 


Par M. KOGBETLIANTZ | 


(Paris), 


TD ea 


Le germe de la théorie de sommation des séries divergentes qui a 
pris, ces derniers vingt ans, un si rapide et si vaste développement, et 
qui est devenue maintenant une branche importante de l'Analyse, se 
trouve déjà dans les travaux de d’Alembert, qui datent de 1768. 

On y trouve notamment (*) le calcul de la moyenne ordinaire des 
sommes partielles de la série divergente bien connue | 


cos 0 + cos 20 + cos30 +..:+ cosn0 +... 


2 ‘ é . 5 . , I 
. ct la réflexion suivante qui suit le calcul : « En effet, cette somme — =o 


moyenne entre toutes les sommes partielles, n’est pas pour cela la 
vraie somme de la suite; c’est seulement la quantité moyenne entre 


toutes les sommes que la suite peut avoir. » 


RAS : Ut: 
La même valeur — = pour la moyenne de toutes les sommes pos- 


sibles que peut avoir la série en question, a été retrouvée 136 ans plus 


tard par M. L. Féjèr, qui l’a prise comme point de départ de ses belles 
recherches sur la sommation des séries trigonométriques de Fourier (?). 


(1) Opusc. mathem., 1. 4, 1768 (25° Mémoire), p. 151-160. 
(2) Math. Annalen, t. 58, 1904, p. 51-69. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — Jumurr 1925, | 25 


194 - E. KOGBETLIANTZ. 


Ainsi le génie de d’Alembert posa d’une facon nette la question qui ne 
devait être reprise que plus d’un siècle après. 

Ce fait intéressant s'explique sans aucun doute par la claire distinc- 
tion que faisait d’Alembert entre les séries divergentes et conver- 
gentes, devançant en cela aussi ses contemporains. Il dit par 
exemple (*}) : « Pour moi, j'avoue que tous les raisonnements et les 
calculs fondés sur des séries qui ne sont pas convergentes ou qu’on 
peut supposer ne pas l’être, me  paroitront toujours très suspects. » 

Cette idée de formation de la"moyenne des sommes partielles des 
. Séries divergentes paraît être complètement oubliée après d’Alembert 
et ne réapparaît qu’en Ps chez G. Frobenius (?) qui considéra le 


premier 


ie So esas Sa he CU ei is 
lim <page DEEE 


n= 


et a fait voir que, si elle existe, elle ne diffère pas de la limite 


lim > Ue". 
0 


x=1 


Mais bientôt après, en 1882, cette idée fut reprise et développée 
par M. O. Holder (*) et indépendamment de lui par M. Cesaro qui, le 
premier, a proclamé l’utilité des séries divergentes sommables dans 
les termes suivants (*) : « On peut parfaitement bien se servir des 
séries indéterminées dans les calculs, quoi qu’en pensent la plupart 
des géomètres. Après tout, n'est-ce pas en vertu d’une convention 
que les séries convergentes, prises sous leur forme indéfinie, inter- 
viennent dans les calculs? » 

M. O. Hôülder définit les moyennes arithmétiques d'ordre entier ainsi: 


So + Sy Sgt eee + Sy 


AY= 
£ nl 


(NÉ ao) 
et en général 
RK + 1) — Ly ie WY ea + AE 
Wert n +1 

ee 

(1) Opuse. Mathém., t. 8,.1768 (35° Mémoire), p. 183. ; 

(?) Journal für Math., t. 89, 1880, p. 262-264. 

() Math. Annalen, t. 20, 1882, p. 535-549. 

(+) Bulletin des Sciences math., 2° série, t. 14, 1890, p. 114-120. 
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La série est dite sommable par les moyennes d’ordre 4 = E(k) de 


_M. Holder, bref sommable (H, #) avec la somme s, si Ia limite 


lim hi) = 5 

n=e 
existe. Dans son Mémoire cité plus haut, M. Holder a sommé (') à 
titre d’exemple la série divergente 


(1) pui a +3 SA ee LCDn na. 


pour laquelle ila obtenu lim = as 


ao 4 
La définition de M. E. Cesaro (?) est un peu différente de celle de 
M. Holder. Désignons ses moyennes par s®, On as} =A”, mais pour 
former les moyennes d'ordre supérieur, M. Cesàro mntrodurt les 
os — sommes suivantes : 


a!) = $= Up t+ Uy + Ug tt... +Un, 
et en général 
ces 8 hate pl +. balk), 


es 1)(n+2). ..(n-+k) 


Parano — somme d’ ordre # — 5° — contient ee 


sommes partielles de la série, d’où la définition 


122:3+.:4:01%) sen 


| — = = 


| = 
Sn 7 (n+1)(n+2)...(n +h) A 


Ae désigne le coefficient de z” dans la série de Maclaurin de la 


fonction (1 — os Si l'on pose $(z) = Des ”,ona 


co wo sl 


œ 
> oh) 31 — S(z). a2 D s, 3" Dai = > Uns” >. AU 27 ; 
dt "(1 — 3h = 
‘ : 0 


0 0 


dou aussi 


(2) p= AE mein A) os + AS. Fes PEAU LS pA eet Sn 


m= 


(1) Math. Annaleny à 20, pee proies S47, 
(2) Loc: cit. 
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ou bien 


. n és 
: 7 s (4) y (XL ae 
(3) eos Arr Ue AU, Uy t+ Au +... + AU Un 1 + AY. Un 


m=0 


- La série est dite sommable par les moyennes d’ordre 4 de M. Cesàro, 
bref sommable (C, /) avec la somme s, si la limite lims(” — s existe. 


n== 

Il est bien connu que ces deux définitions de la sommabilité d'une 
série divergente par les moyennes arithmétiques d'ordre entier #, 
(H, #) et (E, i), sont équivalentes en ce sens qu’une série sommable 
(C, &) avec la somme s l’est aussi (H, #) avec la même somme et vice 
versa. Il existe plusieurs démonstrations de ce théorème d’équiva- 
lence (*) que nous exprimons ainsi : | 


La méthode (H, Æ) n’est que ee de la méthode (C, 1). 
répétée & fois de suite. Donc (H,#)=(C, 1), et (4) n’exprime en 
réalité que la propriété suivante des moyennes de Cesaro d'ordre 
entier : 


(5) SRE Ca (CR MR EE LE 


On trouve ci-dessous une nouvelle démonstration de ce théorème 
d'équivalence qui le rattache à une propriété beaucoup plus générale 
des moyennes de Cesaro d'ordre quelconque, entier ou non entier. 

Ona depuis longtemps généralisé la méthode (C, Æ) en envisa- 
geant (*) aussi les moyennes s® d'ordre non entier à quelconque mais 
| supérieur à — 1. Pour ee définir, il suffit de remplacer 4 par à dans (2) 


ou (3) et de posers? = KO = quel que soit > — 1. 


(1) K. Knopp, Dissertation, Berlin, 1907. — W. Scunee, Math. Ann., t, 67, 1909, © 
p. 110-125, — W.-B. Foro, Amer. Jour. of Math., t.32, 1910, p. 315-326. — B. Orro- 
LENGHI, Padua, 1911. — G. Fasgn, Münch. Ber., t. 43, 1913, p. 519-531. — J. Scuur 
et K. Knopp, Math. Ann., t. T4, 1913, p. 447-461, — M. WATANABE, Tohoku Math. 
Journ , t. 5, 1914, p. 21- 28. ; | 

(2) I. Hapamanp, Journ. de Math., 4° série, t. 8, 1892, p. 101- -186. ai Knopp, Dis- 
sertation, Berlin, 1907. Aussi Sitzber. Berl. Mat. Ges., 1907, et Archiv. f. Math. und 
Pity, Ae 12. — S. CHAPMAN, Proc. Lond. Math. Soc., 2° série, t. 9, 1910, p. 369-409. . 
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La propriété des moyennes sŸ qui généralise le théorème (5) peut 
ètre exprimée ainsi : | 


(6) (G,-0).(G, vy) (C, y+ 0) ~(G, y).(C, à), 


où (C, à).(C, y) désigne le procédé de sommation à l’aide des 
moyennes doubles, c’est-à-dire à l’aide des moyennes d’ordre y for- 
mées des moyennes d'ordre à. 

Il est facile d'établir (5), si l’on suppose démontré le cas parti- 
culier à = # = E(k)ety—1 de (6). Soit donc 


Rae - (G k)(G, 1) 4 (C, k+1)~(G, 1)(C, 4) 
valable. On a pour &=1 (C, 2) ~ (GC, 1)?; puis on en déduit 
(GC, 3) (G, 1) (C, 2) 4 (G, 1) (C, 1)? (C, 1) 


et vice versa : 
(C, = (C, 1) CG; 1}? ig Ber 1) (CG, 2) mw (G, 3). 


Supposons (5) vérifiée pour &£m; alors on a, ens appuyant toujours 
sur (7) : 
RC) ET Cre pC. 1) ro Cox) (C, m)~(C, m +1) 
et vice versa. Or (5) est vérifiée pour 4£3, donc le théorème d'équi- 
valence se trouve démontré, si l’on suppose (7) établi. La conclusion 
inverse serait inexacte : on ne peut déduire de (5) que le corollaire 
suivant : Cu 
(C, m+1)~(C,1)(C, m), 
mais les équivalences 


«(CG m+1)~(C, m) (G, 1) 
ou bien | 
Gey TA URer m)~ (G, m) (G, 1) 


ne peuvent pas être déduites du théorème V. 

Donc (7) et a fortiori (6) expriment une propriété plus AC des 
moyennes de Cesaro que celle exprimée par le théorème d’équiva- 
lence. Cette propriété peut être formulée ainsi (') : 


Tutorime I. — « La série divergente sommable (G, y+ 2), ou 6 > 0 


(1) E. KOGBETLIANTZ, Comptes rendus, t. 176, 1923, p. 224-227. 
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et y > 0, est aussi somnable avec la même somme par l'applicauon du 
procédé (C, 8) aux moyennes arithmétiques d'ordre y [ou du procédé 
(C, y) aux moyennes d'ordre à] et vice versa : la série sommable par la 
double application du procédé de Cesaro d'ordre d>oet puis d'ordrey > 0 
est aussi sommable (C, y + à) avec la même somme. » 


Le théorème énoncé est démontré au paragraphe 1. On sait que les 
moyennes de Cesaro sont équivalentes aux moyennes typiques de 
M. Riesz du type particulier A(x) =. Il est naturel de demander si 
le théorème I a son analogue dans le domaine des moyennes de 
M. Riesz du type A(w)== ou même du type général A quelconque ? 

M. Riesz définit (') les moyennes typiques à l’aide des c — sommes 
typiques ainsi : soil A(x) une fonction constamment croissante, posi- 
tive et telle que limÀA(x) = x». Désignons A(m) = À,, et posons 


Mrs <w 


9 («) = ee (o — da Yu 


m=0 


où le paramètre discontinu » est remplacé par le paramètre continu & 
et où la sommation s'étend à toutes les valeurs de m pour lesquelles A,, 
reste inférieur à w. Dans cette définition (w — Am)’, qui croît avec w 
comme 
Fo —2,+0—+1) 
F(o—»+1) 


> 
remplace le facteur 


Tad ADs RER rer) 
: n—m T(n ER 1) 


; 

qu'on rencontre dans l’expression (3) des ¢ — sommes ordinaires 
’ S . i 

ae 0. La HAN typique s (w) est par définition le pro- 
duit s°/(w) = wo (w) et si sa limite lim s® (w) — s existe la série 


W= 0 


est dite sommable par les moyennes typiques de M. Riesz du type À et 
de l'ordre à, bref sommable (R, À, à) avec la somme s. 


M. Riesz a établi (?) l’équivalence complète de ses moyennes de 


ER D en ee US De Un, 0e 


(1) M. Riesz, Comptes rendus, t 149, séance du 22 novemb 
yO re 1909, P. 909-912. 
(2) M. Riesz, Comptes rendus, t, 132, séance du 12 juin 1971, p. re 
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type A, = n[A(x)=x] avec les moyennes arithmétiques de Cesaro : 


(R, n, 0) ~(G, à). 
La question posée plus haut, à savoir si l’on a 
à OU key +2) SRE OR À) 
est résolue (‘) affirmativement et le théorème : 


Tutorime Il. — « La série divergente sommable (R, À, y +2) où à — 
et y sont positifs, est aussi sommable avec la méme somme par l’appli- 
cation du procédé (R, À, 8) aux moyennes typiques d'ordre Y | ou du 
_ procédé (R, A, y) aux moyennes d'ordre 8] et vice versa : la série som- 

mable (R, x, 6)(R, A, y) l’est aussi (R, À, y + à) avec la même somme », 
est démontré au paragraphe 3. Il est facile d’en déduire le corollaire 
suivant qui se rapporte aux moyennes typiques d’ordre entier £ : 


En effet, | at 
RAR a) or Honky 12, 


_ Supposons (9) vérifiée pour 4 = m. On a 
(A, m +1) ~ (RB, A, 1) (R, A, m) wR, A, 1) (CR, A, 1) CR, A, 1)" 


et vice versa, ce qui prouve (9) pour #= m +1. Or l’équivalence (9) 
est vérifiée pour # = 2; donc elle est valable quel que soit 4. 
En comparant (6)et(8)on voit qu’on a aussi les corollaires suivants : 


(R, n, y)(R, n, 0) ~ (CG, y) (G, 6) ~(R, 2, 7) (G, 8) 
~ (GC, 6) (RB, nr, y) ~ (G, y) (R, n, 0) ~(R, 2, 0)(G, y). 


_ 1. Pour démontrer le théorème I, nous développons la moyenne 

~ double d’ordres à, y — SK? — suivant les moyennes simples d'ordres 

non inférieurs à y + ¢ et inversement la moyenne simple s¥*” suivant 
les moyennes doubles d’ordres à et n + be — De Co) 

La moyenne double d’ ordre y — Sy pee pt UE à l’aide de 

5 — somme double d'ordre y — ax? ---formée des movennes simples 
(4) E. KOGBETLIANTZ, Comptes rendus, t. 168, séance du 2 juin 1919, p. 1090. 
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d’ordre à: 


N m os 6-1) 
AY 1) A 
= (Y. 8) (1) =) Mere NE nb see 
ait _S ACTES A Si 
m=0 m=0 i=0 : 
AY, 9) 
SE GES 
AN 
Posons 
eo œ oe 
SE) sus, Ss) =P er et Ss) = À SN Pan. 
n=0 n==0 N=0 
Ona 


=> of) Se) A0) 5 gn, 
(1 — 


=O 


Prenons la dérivée d’ordre — À de deux membres, la dérivation à 
indice quelconque — À (A > 0) étant définie par 


T(A) D f(3)= f° J(a)(s— a} da (A> 0). 


à AL 
’ —] : ie PAs eS eS ’ à 
L'opération D” transforme 3” en Taam et l’on obtient 
= = 3 À—1 
eae pa a 2 (Alenia J S(a)(s— a) da 
Tay 2: Tae ee . (1—ay ‘ 
d’où la relation 
à (' S(a) (s—.a)! da £ 
oO SA) —As À go 
(10) (z) He (A> 0). 


De même en appliquant l'opération D-* à la fonction 


S(È) 2 
a =D = apspe 


on obtient 
(11) eee SO (æ)(5—æ)r-1 dx 


tf ART aS (y>0). 


ne place oe so is) son à expression ee on a. . es a Seo : 


—2)- ide FRS de es Er Eu | Se aes 
Ta uy Bee ED ours re RME DT ETES 

oe Gp a re ZS 3 as Ae eee ee 
ped ae VERRE | : ope 


‘ie double est assuré 


<ret elle converg | és 
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l'opération D-À pour À = m + n + y + à, on obtient 


3 S(a)(s— a }m+n+y+b—1 da 


(m+n-+ iets 6) res GÆ a )"+Y+5 
0 § 


Ayn+y+6) S++) | 
-~m+t 


ise See eas Auntnty+3)  ~ 


i=0 


et par conséquent 


SUYs)—= 7 D D > 


1=0m—=0n—=0 
T(m+y) Tim +0) Tiny) T(n+0) F(m+i+y+0+1) s1+7#0) A 
(y) FO) Fr + 1) Fém+i) (m+y+0+1) Fm+n+i+y+0+1) 


En faisant la sommation par rapport à » on trouve facilement 


i Tin +y)T(n+6)0(m+i+y+0+1) pet. Piet 
D TO Ta Etes epee g = Pam tity +3441) 
=: 0 


où F désigne la fonction hypergéométrique. Donc on a 


4 A, ae F(y, 0, m+i-y+d+1,1) sim+ yt) 
M(z)—; Bly, 0; me Ey ARO EL ap eet he 
>: GEr22 F(7,0,m+y+0+i,1) (mM+y)(m+o) a 


m=0n=0 


vu que 


T(m+7y)T(m +) 1 
Pim + 1) T(m+ y+ d+) (m+ y)(m+9)F(y, 0 m+y7+64 5, 1) 


En groupant les termes avec le méme exposant N= m-+ ide, on 
obtien t finalement 


æ N = 
F(y,d,N-+y+60+1,1) ser 
RON SY, Baya ~ 7» Y ; N—m 
densi à (2) 2 x 2 Fame (m+ y) (m+0)( 


d’où le développement cherché 


(m + Y +6) 
m 


; ; 

3 F(y,0, N+y+0+1,1) See 

i os SEO 8 NERO 1) WERE en 
| ) Sy D CERN Te (m+ y) (m+ 8) 


ee a ae 


# 


c’est-à-dire 
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On remarque que le second membre est symétrique enyet 6, ce qui 
prouve que Sk” ne diffère pas de S@, c’est-à-dire Les moyennes arith- 
métiques d’ordre y des moyennes d'ordre à sont exactement les mêmes’ 
que les moyennes d'ordre 6 des moyennes d'ordre y. Fait curieux et qui 


n’est nullement évident a priori. 


Passons maintenant au développement de la moyenne simple s¢* 
suivant les moyennes doubles S@*™ d'ordre n + yO tet crak DES NEO) 
formées des moyennes d’ordre à. La formule (10) nous eae 


pour Re ne 


à 3 — a) +01 da 


(3) S\Y+4)(z s)= (y +8) 37 ei S (a) ( = (y+3>0). 


ide a laa y>oS>é>—-r1ety+ > O° et appliquons 


WD es Deal’ au 


oD 


À S(®)(5) =) (2) gn+0 (—1<0<.0). 


n=0 


_ L'opération D? transforme z*? en P(1 + ee As" et l’on trouve : 


age ai S$) (a) da ee) 
. ef = D > 
Tae ae Gaur ~ FG =H ee Aas 
. 5 ; - us CU) nee N° (6) =n 
; ; , “ =S Agee: DATE ’ 


RD 2: n=0 


SEEN ty I =o SO (a)da . 2 5 
G22 TGEOT(—- 0), (2) en 


En substituant cette expression de (1— &) ?S (a) dans (13), on 


_ obtient 


NE . ASE Cee % ÈS) (x) dx 
anes (y +0) 2 GA) (az a)t EL x°s (x) 
EE tenn eS ee ae 

= ; : — 5-1 do 
(y+ 6) 37 +0) 8S (8) (x) d f er See 
~ FG+ TJ A Et etd eat)". 
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Or la substitution « = x + t(s — x) donne 


I = (2—a)i+8-! da EDR (z— x) 1 ( —) 
‘TCS ~ (malta ay? Py) (zh er: 

I'(y+0) (1— 2) (z—x)tt | & 

= Toi ne el 


d'où la formule, établie jusqu'ici seulement pour 74330 € et - 
TRAD Be I 


à §(6) z—zx\-1 d 
0 


Mais il est facile de vérifier que cette formule est valable mds que 
soient 6 > —1 et y>o. Ona 


. x®S (x) = Ÿ 50 vi+d, 


donc 
a SG (x) (2x) de ‘ axi+8 (s— &) 1 dx 
ne ee 


Or, en posant x = ts, ona 


 faitô(s— dx ; * +8 (12 NY de 
EO AREA RP Re ET M RE PE 
a Jf G—z)r ES Se 3 (1— 34) 1+ 


ee PURE AU LY) oo gets omg 
= ETES Eur a Os) F(y + 0, i +0 +1, 2+y4+Ô—+I,s) 
= LOTO HTC) pm pe | 
À AE ES EN ER MERS EE ER 


Il vient par conséquent en désignant le second membre de (14) 
par W (z) et en développant la fonction hypergéométrique en série 


(2) = LG bt res) ya si) 


Ti+y+o+)) J F(i+1yy, i+ y +841, 3) 


=» yi Tig Boe Reed RTC ey) ae oe 
fol At Ty) Te ++ y + tit ¥+O+ NIG +1) FRA 
F7 + y) id 
r lrg == Ay y et en groupant les termes avec le même expo- 


a 
en 
\ 


AS PONTS PUNTO RE PP ER PR CR NRA PEN TER à ka Ue RE TT TU 
À ~~ € ë : 
: i ' 


oa ee LA ut (og Lie a, ch dsl ee 


Hide mie ul ha Levin) La M) à 
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sant nm —1+7 de z, on obtient 


MSN EO 1) Tn ee) = PRES 
Fa=T: T(n+y+0+1) DAM" a! : 
t= 0 


“ n=0 
Mais 
2 
AU— où) = giy + 8) t Pip +o +1) T+ 1) J $ 
HERO LS = IQ e j — AUYES)? 
- Tin+y+6+1) AT) 
1=9 
donc 
or T7 ~ 
oy > 
ee) => a" AS =) sy Ah an = S14 (2), 
n : 
n=0 n=0 


GC. Q. F. D. 
Kerivons maintenant la formule (14) ainsi : 


: T(y+0+:1) AR PE — a de 
+6 sis ee” CR PRE QE RP EP PE At Nr 
ir Vy) P(e +1)” of l:G— >) (1— x)Y 
| a(1—s) |? a 
et pes onpens fe =zy{ en série 


æ(1— 3 Ons 13— x LE T(n—à) z—æ |" 
eet ={:—! El D ll à 

n= 0 

ce qui nous fournit le développement 


Ty +0 + iS 
My) 0(— 3) P(e +1) 


a i Cin 0) un f° S@) (x) (3 — æ)r rt A da 
Dr SN PT PAST adel : (1 — æ)r+T 


S(7+-6) ele 


n=0 


Or la formule (11) nous donne en y remplaçant y par n + y : 


5 (8) -— EI dx 
(w+ parte f a == SET (2), 
i, 


d’otvla relation 


T(y+0+1) 2 ace S(n+7,9) (2) 
) at (aed) n+y 


SE FOTO + D aa ni) 
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et le développement cherché 


+6) (y +60+1) (n — à) sr? | ey 
(15) Sv Bee | rer [oA E(9)], 


qu'on obtient en comparant les coefficients de s‘ dans les deux 
membres du développement précédent. 

La convergence absolue et uniforme de toutes FI séries employées 
dans nos calculs est assurée, si l’on suppose z <1 et la série 


UF Uy. + Ug t+... + Un +: 


sommable (C, y+) dans le cas du développement (12) et som- 
mable (C, y).(€, 6) dans le cas du développement (15). Le dernier 
n’est valable que pour 6 E(é) et pour à entier il doit ètre rem- 
placé par la somme d’un nombre fini de termes : 


5 F(y+d+1) 
' (Y+0) Y 
GOAN ROLE 


dan) (0-2 1) Se SE 
SC 1.2.3...(n—1)n a = BoE 


Les développements (12) et (15) permettent facilement d’établir le 
théorème 1. Supposons d’abord la série uy+u,+...+ u,... som- 
mable (C, y + à) avec la somme s et posons pour i 


sY+0+4) — Ver ei), 


ou lim ee =o quel que soit A20, vu que la Re CC; 5) 


entraine aussi celle (C, p > ,). 
En appliquant la formule (12) à la série particulière 


I+O+0+...+0+, 


pour laquelle toutes les moyennes Es et doubles sont égales à 
l’unité, on obtient le corollaire de (12) 


; F(y,9, N+y+0+1, 1) : 
(6) ? DRE m—y+o+1, 1) (m+y)(m+0) — 
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Les formules (12) et (16) nous donnent 


N 
ay QF, 6, N+y tot = el) 
S( De aed Ys 14 ) _ EN—m 
: LEGS. mM+y+o+i, 1) (mi $y) (rm 3)’ 


: m=0 
done 
(7m) 


TUE < Nm aie 
| sl? Sel 


Désignons par 4 la borne supérieure de valeurs absolues des quan- 

Pee) 6 enc ; 
a - ütése = st — s(n=0, 1, 2, ...00). Cette borne u sera aussi la 
ee borne supérieure ae poutes les qianetes |e, | quels que soient 


I 
m, n= = OF Ly Qs es cy. Oe Pics la > (m7) (m+ à) converge on 


= peut choisir M assez grand pour qu’ on ait 

L | x 

_ 400 | À PRE RSS ee ee LL 

= te ay” : es (m + yj (m+ 0) e 2 Ns 
5 2 M+1 #3 


où 7 est aussi petit qu’on veut. Il est clair qu’on a 
| EN mn | q : 
7° Sal On + à 2 


Dune à la somme de M41 premiers termes, elle tend vers zéro 
avec = x puisque le nombre des termes est fini et chaque terme sépare- 


: ment tend vers Zéro. one en choisissant Me assez grand ona 


| ae | 
ve > ls <: | (NZ) 


mi = 0 
d’où le résultat voulu ; peta See ne | 


(SY Ses <7 pour N > Mo, 


doll ‘a ERY ee Pe ey eee) ee Yan ee 1 ot l4 = D TR UN PTS 


c’est-à-dire 


a 


‘a sys 
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Supposons maintenant qu’on a lim Si? = s. Cette hypothèse entraine 
N— 


comme conséquence 


os Sv+1) s CE OL Py sey 
La borne supérieure de toutes les quantités | S%°|(m = 0,1, 2,...,%) 
sera aussi la borne supérieure des quantités Si] ee que 
soient n, m= 0, 1, 2, ..-, 0. Done la série (15) converge absolument 
et uniformément en x et en passant à la limite pour N = + on obtient 
la conclusion 


T(y #81) r(n—ay im Sem” = 
_ Ty+8ty lade 2 
Jim SJ? TT()T En Suro n +7 4 [o AE(9)], 


puisqu’on a lim S"**") — 5 et aussi 


N= œ 
T(n — 9) CR F(—0) : PI CITÉE 
D n+y y ——— F (— 9, Wot italy y= | T(y+0+1) - 


nx 


Enfin pour à = E(Ô) la même conclusion lims{*® = s est fournie 
N= oo 


par le développement .(15’). Ainsi le théorème I est démontré. Il est 
très probable que les restrictions à > o et y > o ne sont pas néces- 
saires et que le théorème subsiste aussi quand l’un des deux nombres 
y et à ou tous les deux sont négatifs et supérieurs à — 1, leur 
somme y + à étant aussi supérieure à — 1. 


2. Pour donner un exemple appliquons à la série divergente (1) 
(1) Wael Ne: moet Ses wl See sab Coed RD EN 


le procédé de sommation à l’aide des moyennes doubles. 
Cette série n’est pas sommable (C, 1) puisque la limite du rapport 


(=1)"(2 +1) 
nh. 
n’existe pas, tandis que la condition lim — 5 = 0 est nécessaire pour la 


n—= © 


sommabilité (C, 2) de la série Lu, En effet les moyennes du premier 


_= | 


y 


rue LIL 5 LOT | A) 
\ 1h 


. 


dt Selle 


ee AN ey yy es ia tas GE AT : 
. Ve | 
, pus ; , 
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ordre s,’ ne tendent pas vers une limite déterminée puisqu’on a- 
| n +1 


S(1) — Q et Sit) — is 
2n+4 2n SU 


On voit qu’elles sont bornées : |s\’|S1 (n=0, 1, 2, ..., 00). Appli- 
quons à la série (1) le procédé de sommation (C, 1)(C, à), c’est-à-dire 
calculons les moyennes d'ordre positif à des moyennes du premier 
ordre. On a 


co 


I I I I+ 5 
Pry es NN ES 
(2) =D SiPst= 1— 32 a Fee 13" 
0 
done E 
1+ 4 
log 


I 1 1 1— 3 
ol, 8) gt = a SE ETE ST 
D 2 (1+ 2)(1— s)he 43 (1—2Ÿ 


En appliquant la méthode de Stieltjes (‘), on obtient facilement la 


formule approximative 

ne ] 

a — FAP O(1)+ 0 ( 2), 
d’où la conclusion : DE 


: | o(1,8) I I logn 
(1,6) — no — OST LEZ O LE 
i Ao jj + (4) he e ; 


et le résultat cherché : lim Sie = z pour à >o. 


Le théorème I dit que la série (1) est aussi sommable (C, 140). 
quelque petit que soit à > o et a pour somme + On peut du reste le 


vérifier directement. On a 


oO i) 


> eve Co 0 Ss 41)st= rs 


ner 0 ° 
Hane 2e 


oe 


D og?) ge? — ess 
D nier (TE 2)? (1 er yack 


0 


La méthode de Darboux va nous fournir la formule approximative 


_ pour af). Dans l'application de cette méthode il faut distinguer trois 


(1) Annales de Toulouse, 1'° série, t. 4, 1890, G.1-G.17. 
(2) Journal de Math., 3° série, t. 4, 1878, p. 5-56 et 377-416. 


“Una. fe. Norm., (3), XL. — Jouser 1925. one 27 
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cas : p<1,p=1 et p>1. Dans le premier cas, p<1, on doit 
développer en série de Maclaurin la fonction auxiliaire 


2-? a (—1)"(n+1)_, 


(1+ 2)? 2? 


d’où les formules approximatives. 


oP —a-e(—1)"(n+1)[t+én] (En ->0, p<1), 
s®)—(—1)"2-P T(r + ¢)(n +1)? | 1+ €) | (<> 0,p<2)- 


On voit que les moyennes simples d’ordre p <1 oscillent pour nr + 
entre — et +. Les moyennes d'ordre 9 = 1 restent bornées et 
positives, mais oscillent sans tendre vers une limite déterminée. Enfin, 
si l’on a p > 1, on peut négliger lé z=-—1 et il suffit de déve- 
lopper la fonction auxiliaire | 


RTE METIS et \ (@) on 
(Gasp D 21 
0 


: : : ; 1 è 
pour avoir la formule approximative 0°! = Zan [1 +e,] qui prouve 
que l’on a 


lims 


n = 


P=z (p>1) 


conformément à notre théorème. 

La série (1) fournit la preuve facile d’inexactitude du théorème sui- 
vant de M. S. Chapman, On sait que la sommabilité (C, à — 1) de la 
série 

ls eS 


Uta, + +... 
8 à Sr ATE 


est la conséquence (') de la sommabilité (C, à) de la série 
Ug Uy Ug te. + Unt. ene 


M.S. Chapman a affirmé Rens Be acti ic pour la somma- 
bilité (C, à = 1) de la série soit sommable (G, à). 


— 


(') H. Boun, Comptes rendus, t. 148, séance du 11 janvier 1909, p. 78. Aussi M. Riesz, 
Comptes rendus, t. 148, séance du 21 juin 1909, P: 1658. 


Oe 


TS = Saye 


a+ 


Ge PT sd eR eI TES ca dé Sd ee di LÉ 
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Il suffirait d’ après l’énoncé de son théorème (') que les moyennes 
d'ordre à de la série Zu, soient seulement bornées. Or on a vu que les 


Rues su premier ordre de la série (1) sont bornées tandis que la 


2e ~—— correspondante, c’est-à-dire la série divergente 
Bree Dore Bete. te (— Te eis 


n’est pas sommable (C, 0) contrairement à l’assertion de M. S Soha 
man, ce qui prouve l’inexactitude du théorème en question. Ce théo- 
rème est récemment reproduit par M. L. Bieberbach dans l’Encyclo- 
pédie der Mathem. Wissenschaften (? ), qui le cite sans s’apercevoir de 
son inexactitude. — 


Il est facile de voir d’ou provient Haaren : M. Chapman ayant 


PA ce % 
obtenu pour la 2°" moyenne d'ordre 6—1 de la série pa at 


ae iat os ee 
esignée par a5) le développement suivant : 


T Are SP : 
AG) FER Ae ‘Sox era a AG) 


d—n SP 1 = sf? : 
DCE APO eT AGA 


ou S® désignent les so — sommes d’ordre à de la série Zu,, observe 
tout simplement : « The sum of the last two terms is readily seen to 


tend to zéro », tandis qu’en réalité cette somme ne tend vers zéro que 


Si u,—o(n), ce qui arrive par exemple quand la série Zu, est 
sommable (C, à). Tout ce qu’on peut conclure de ce développement 
de M. Chapman dans le cas, où les moyennes d'ordre à de la série Zu, 
restent bornées sans tendre pour n->+ vers une limite déterminée, 
, rR: u 
c’est que dans ce cas les moyennes d'ordre à — 1 de la série de 
restent aussi bornées. Dans cet ordre d'idées, un théorème de 
MM. Hardy et Littlewood (*) éclaircit la question complètement : 


a 


la série va — converge si les moyennes d'ordre r de la série Zu, sont 


_bornées et si, de “plus, Up = ae 


(1) Proceed. Lond. Math. Soe., 2° série, t. 9, ‘1910, p.. 388. 
(2) B. Il, Heft, 3 paAG2T., De ie. 
(3) Proceed. Lond, Math, Soc., ae série, t. 44, 1913, P- 436, th. 18. Cas où 2= 7, k=0. 
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3. La démonstration du théorème II est basée sur les dévelop- 
pements analogues aux développements (12) et (15) mais qui se 
rapportent aux moyennes typiques de M. Riesz. 

Désignons la moyenne typique d’ordre y formée des moyennes Cypi- 
ques d’ anes à par Sf?(w) et supposons la série sommable (R, A, y +). 
Pour obtenir le développement de la moyenne double Sf?(w) ativan: 
les moyennes typiques simples d’ordres non inférieurs à y + à nous 
employons l'expression suivante de la moyenne typique simple 
d'ordre y ('): 

UD Pw) =yort f n(u)(w—uyrtdu G>o), 
où : 
5, (U) =U) + uy +... + Uy, pour dA, Su < hnyy. 


En remplaçant dans (17) s(u) par la moyenne typique sŸ (w) 
d’ordre à, on obtient la moyenne double S$ Dw): : 


(18) So) = yor f À (uw) (o—u)t- du. 
0 
En y substituant à la place de s® (x) son expression (17), on a 
ST (w) = yd otf u— (w— uw)! du [ 5, (£) (u—£)51 dE 
0 “6 
=.0 otf 5),(E) dé if u~>(u — P41 (0 — uj" du. 
0 “0 : 
La substitution u = © — n(w — £) nous donne 


ot fw hu ay. EJP (w —u)¥ du 
recs 
=e w-(1+8) (q — E)y+8-1 F (7, ee = 


=——Y T(m+7y)T(m +0) w — E\ m+y+è 
ret eS ( Pe ) MER 


(1) M. RiEsz, Comptes rendus, t. 149, séance du 22 novembre 1909, p.910, form. (2). 


ek 


-- L'existence de la limite 
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Par conséquent, 


SRG )e 80 LUE + Tim + à) 


à —(m 6 
(alin pyre en OY (m+y-+8) 


m =0 


x [SE Co —Epmert- de 


et enfin grâce à la formule (17) 


I Sv) Es LS synty+s) ; | 
(19) à (@) Dre Danie pres ap ME 


Le développement obtenu converge absolument et uniformément 


par rapport à w, si la série est supposée sommable (R, À, y + 6). En 


effet, la formule (' ) 


T(o +¢e+1) 


Pee +H J, of (u)(m— u)etdu — (e>0) 


(ENT ARTE 
démontre que toutes les moyennes sf+° d'ordres supérieurs àosonten 
valeur absolue inférieures à H, si la moyenne sf/(w) satisfait à la 
condition [56 (w )| < H quel que soit w. 

Or la s série proposée étant sommable (R, A, y + 0), ona 


| sem#748) (09) | Paki 


quels que soient w et m — 0, 1, 2,..., %, ce qui suffit pour garantir 


la convergence absolue et uniforme du développement (19) puisque 
la série à termes positifs 


= T(m+y)T(m+ 0) aya) lO) à 5 : ve 
Se alma se T(y+0+1) C0 PRO) 1 


converge, sa somme étant égale à l'unité. 


lim so) s 
D = © 


(1) G. Harpy and M. Riez, The General Theory of Dirichlet’s Series (Cambridge 
Tracts, n° 18, 1915, p. 27, lemme 6). 
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entraine aussi (‘') : 

dim So) = s 
quel que soit m—1, 2,3,..., ©. En passant dans (19) à la limite 
pour © = o on ale résultat voulu : 


3 es _T(im+y)T(m +9) 
aus Sy" (@) = >» Om + 1)T(m+y+d+1) 


f=, 


ce qui prouve la première partie du théorème II. 
Pour compléter la démonstration il faut maintenant prouver 
l'inverse et déduire l’existence de la limite 


lim SH) —s 
de l'hypothèse Ys 
lim So) = s. 


Ore 


On le prouve à l’aide du développement de la moyenne simple st (uw) 
suivant les moyennes doubles d'ordres non inférieurs à y formées des 
moyennes d'ordre 6. La formule (20) donne en y rémplacant les 
os — sommes typiques par les moyennes et en posant p = dete— » ec 


A Ty + d + ) = 6 ‘ 
+0 (wo) = INEDIN CE) of (<) si (a) (@ — ut du. 


/ 


Envisageons d'abord le cas général 6 4 E(Ô). Alors ona 
u Ate Mel: T(n — à) o—u\” 
(à) rh ) Dre Ce RÉ 


sir) _ Wye den | Tn 
us SR teen Shey 


@y7(2@+y) 


eee hu) (ai d)r# du, 


s 


(1) G. Hanpy and M. Riesz, The General Theory of Dirichlets Series (Cambridge 
Tracts, n° 18, 1915, p. 295 théor. XVI). 


4 

: 

1 
3 

A ps 
2 


AS 


7 


PT a ie oe Ni allie reas Vee. à Los 
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Or, d’aprés (18), ona 
5 5 @ 
ami fs s\°\(u)(o ase u)"+Y= lds ef Sur ce j 
0 y. 
et enfin | 


ue, "Ty O41) UE CR 
See Si one ores de [9 E(9)]- 


, . ‘ = . . . TL A . 
L'existence de la limite limS$?(w) = s entraine aussi 


13 (74,0 æ POP aed. ; 
Ae : DER CET, 2, 3, dry ©) 


~ 


_ et garantit la convergence absolue et uniforme du développement (21). 


Le passage à la limite pour © = © nous donne 
(n+¥,9) 
bea Tire ok T(y+0+1) T(n — 0) ee i (0) 
Hise ts). x ee = 
wan | F(y)T(—9)T(9 +1) ‘T(n +1) n+y 


puisqu’on a 


Ty 4641) Stan I 
Ty) T(— 6) Po +1) Ta +1) nay 


Dy ox) 


PR ek Oe 


Dans le cas particulier 6=E(¢) le développement (21) est rem- 
placé par la somme d’un nombre fini de termes : 
n=6 


: n-+-y,0) 
=(7+5) 7) NG Senedak) SE (0) ee 
Pia NES Lorie re RE Eve 
qui nous fournit la même conclusion. 
Ainsi le théoréme II, à savoir le théorème 
(8) (RB, 4, 7) (B, 2, 8) ~(R, à, 7+ 0) (R, à, À)(R, à 7) 


est établi pour y et à positifs. Le cas ou l’un d’eux est nul ne présente 


aucun intérét, mais il serait trés intéressant de lever les restric- 


tions y > 0, ¢> 0 et de démontrer la validité de (8) dans le cas où 


l'un des deux nombres y, ¢ est négatif et supérieur à — 1 et aussi 


_ dans le cas où tous les deux sont ne pati et supérieurs à — 1, leur 
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somme y + 6 étant aussi supérieure à — r. Il est tres probable que le 
théoréme II subsiste aussi dans ces cas. : 

Observons pour finir que la symétrie du second membre du déve- 
loppement (19) de la moyenne double SY?(w) prouve qu’on a comme 
pour les moyennes de Cesaro 


(a) = SPM (w), 


fait bien curieux en lui-même et qui n’est nullement évident a priori. 
Observons aussi que le corollaire du théorème démontré concernant 
les moyennes typiques d'ordre entier # qui s’exprime ainsi 


(R, A, 4) © (R, A, 1)* 
et qui a été signalé plus haut prouve que les moyennes typiques 


d'ordre k formées d'après Hôlder sont équivalentes aux moyennes 
typiques du même ordre entier k formées d'aprés Cesaro. 


THEOREME DU RESTE DE BRILL ET NETHER 


SYSTEMES LINEAIRES DE COURBES ALGEBRIQUES 


ET 


GROUPES DE POINTS SURABONDANTS 


Par M. Bertrann GAMBIER 


Introduction. 


1. J'ai étudié aux Annales de l'École Normale (3° série, t. 41, 
1924, p. 147-264) les systèmes linéaires de courbes algébriques de 
degré donné m, admettant un groupe donné de points bases, chaque 
point base étant simple soit sur chaque courbe, soit dans l'intersection. 

Ici je généraliserai; il est naturel de réunir aux points bases 


- effectivement donnés les points bases virtuels éventuels, de forcer 


pour chaque point basé la multiplicité, primitivement donnée, pour 
obtenir la multiplicité virtuelle éventuelle; cela fait, on a un groupe 
complet de points bases; l'étude peut done se borner à celle des 
groupes complets. Je désigne par la lettre Il les points bases multiples, 


AE OÙ ét, fee ce nouveau travail, un entier positif 
_non nul, et par la lettre P les points bases simples, P,, P,; ..., P, où 


est un entier positif ou nul; II, est d'ordre effectif ¢, sur la courbe 
générale du systéme, compte pour é; +, unités dans l'intersection 


| ac deux courbes arbitraires du système (23 Hi 0) lé point 


simple P, compte pour 1 +; (/,20) dans l'intersection. Quand l'un 
des nombres y ous est différent de zéro, cela signifie que l’on a, pour 
Ann. Ee, Norm., (3), XLII, — Jurzcer 1925. 28 


218 | BERTRAND GAMBIER. De 


, 


4% 
ar a 
un point simple P par exemple, donné une courbe hot passant — LR 
en P, avec laquelle chaque courbe du système admet 1+j points 

#4 


communs réunis en P ; conditions analogues pour un point multiple. 
On sait que, par une suite de taaehiaatinnts birationnelles quadra- 
tiques, on peut transformer le système linéaire proposé de courbes CES oie ig 
en un autre sy stème linéaire, où le degré m! n est peut- étre plus égal : = 


à m, mais où chaque nombre n, jest nul : cette disposition Mane : 
commode, nous nous y bornerons; néanmoins certaines constructions =e Ae 
auxiliaires nous conduiront & étudier des contacts d’ordre arbitraire- ear: 
ment élevé, en nombre lui-méme arbitrairement élevé. Ep. 


2 = difficulté du nouveau nes tient dniquemeat à de DER 
présence des points multiples. Or la théorie classique de la résiduation re 
n’est pas présentée sous une forme commode pour ce problème. J'ai 
été amené à indiquer trois perfectionnements successifs du célèbre 
théorème du reste, de Brill et Nœther. Ce sera le but du premier 
Chapitre, suffisamment court pour que je ne le résume pas ici. 

J'indiquerai seulement que ce Chapitre spécial constitue à lui seul 
un travail d'ensemble, que l’on peut se proposer de développer, a 5 
indépendamment de tout autre application (systèmes linéaires de 
courbes ou autre application). Je montre que l’on peut généraliser la - << PCR 
géométrie algébrique sur une courbe donnée C, en la coupant par des me 
courbes ayant en chaque point multiple de C une multiplicité soit 7. 
supérieure, soit même inférieure à la multiplicité adoptée pour les ee 
adjointes ordinaires. On peut en particulier employer des soupe - 
évitant systématiquement certains points multiples de C, ayant aux — 
autres le caractére adjoint classique et cela permet d attribuer à une 
(m= Hs 


courbe donnée C de genre p, inférieur au maximum 


un genre apparent supérieur à p, pouvant prendre las valeurs | 
correspondant aux points multiples non négligés, pouvant en 


SA Fe ur <P La théorie. des 


séries complètes, des séries spéciales ou non spéciales, le théorème 
de Riemann-Roch, la loi de réciprocité de Brill et Nother subissent 
ainsi une extension précieuse pour de nouvelles études et le théorème 
d’Abel lui-même se trouve avoir son expression ee généralisée poor 


particulier prendre la valeur apparente 


~ é | PAS 


a 
> 


bee be aoe td Uy TH oo on hal 


oe 
Te 


As alte à | 
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par l’adjonction aux intégrales de première espèce d’intégrales de 
seconde et troisième espèce convenablement choisies. 


3. Le second et dernier Chapitre est consacré à l’étude des groupes 
surabondants complets. Le cas où le groupe comprend un nombre 
infini de points correspond soit au cas d’une-seule C,,, soit au cas de 


courbes toutes décomposées en une portion fixe et une autre portion 


variable qui décrit un système linéaire. Je me bornerai à de très 
rapides indications sur ce cas, mais en fin du Chapitre indiquerai les 
dispositions remarquables que présentent les points multiples d’une 
courbe algébrique. Le seul cas vraiment intéressant à étudier est celui 
du groupe complet formé d'un nombre fini de points : le problème 
revient alors à étudier la structure du groupe formé par les points 
bases d’un faisceau et à chercher dans quel cas ce groupe complet, au 
lieu d’être irréductible, c’est-à-dire de ne contenir aucun groupe 
anormal complet, contient à son intérieur un groupe anormal complet 


(lequel peut à son tour être réductible, etc.). Ce problème se subdivise 
encore en deux, suivant que le total des points multiples peut être 


choisi arbitrairement ou non : on épuise complètement la première 
hypothèse en utilisant une première courbe C,, circonscrite aux points 
multiples et des adjointes d’ordre m — 3 au plus ayant un certain 
nombre de points fixes sur la courbe C,, adoptée. Les résultats 
essentiels sont les suivants : 

a. Le genre effectif de la courbe générale circonscrite à un groupe 
de points bases donnés (groupe complet) est celui qui est indiqué par 
le degré de la courbe et la multiplicité des divers points multiples. 

b. Il n'existe, pour le genre o, aucun groupe anormal complet 


_ composé d'un nombre fini de points; pour le genre 1 il n’en existe 


qu'un, à savoir celui formé par les nr bases d’un faisceau et ce 
Bak ala surabondance 1. | 

. Pour le genre p, la surabondance du total des points bases d’un 
ee estp. Tout groupe partiel, complet ou incomplet, contenu a 
ak intérieur a une surabondance s, nulle ou positive, toujours in férieure 
“sans égalité à p; pour obtenir cette surabondance, il suffit de compter 


Je nombre d’adjointes linéairement indépendantes contenant les points 
_ bases complémentaires du faisceau. 


220 ; BERTRAND GAMBIER. 


CHAPITRE I. 


THEOREME DU RESTE DE BRILL ET NOETHER. 


1. Premiere extension du théorème du reste. — Ml, étant un point 
multiple d'ordre z, d’une courbe algébrique donnée C, Brill et Nœther 
appellent adjointe de C toute courbe A admettant II, avec la multi- 
plicité à, —1 au moins (et conditions analogues pour chaque point 


multiple); mais au fond, ils se bornent plus ou moins implicitement — 


à la multiplicité exacte i, —1. Or, c'est un progrès important de 


spécifier l’ordre exact de II, sur l’adjointe À : soit 1, —1+w, cet 


ordre, où w, est un entier positif ou nul, que j’appellerai exces de 
multiplicité, ou simplement exces de IT, pour l’adjointe A; on définira 
de même l'excès w en chaque point IL CREER 
Je sépare le total G des points, autres que les Il, communs à C et A 
en deux groupes G’ et G” (dont l’un peut se composer de zéro point); 


je conviens d'appeler G’ es G” résiduels l’un de l’autre, avec les excès 


respectifs w, en Il,, w, en IL, ...; nous verrons, un peu plus bas, la 
différence de cette définition et de la définition classique. Par G’ et G” 


je fais passer les adjointes A’ et A” pour lesquelles les excès respectifs — | 


sont w, et w; en Il,, w, eto, en II,,.. ; A’ donne le résiduel y’ de G’, 


d’exces w’ en II,, w, en IL,, ..., et A’le résiduel y’ de G”, d’excés .... 


Les conditions nécessaires et suffisantes pour que Y! et y" soient 
résiduels l’un de l’autre (suivant la nouvelle définition) sont exprimées 
_par l'ensemble des inégalités | nr 


. ’ % \ , 
@, 20, +1, @,50, +05, 


Je reprends la démonstration classique, celle par exemple du Traité 


de MM. Picard et Simart (t. II, p. 16) et nous verrons qu’il n'ya. 


aucune modification à lui apporter, sinon que de spécifier chaque 


excès. Il est commode de désigner par la même lettre une courbe 
ou le premier membre de son équation algébrique entière. Le poly- 
nome A’A” s’annule en tous les points G’ et G’; il admet II, avec la” 


multiplicité 


(4 —1+ 01) + (à —1+ 0!) = ty + Te 1+ @;) —1+(o) +o) —@), : 


~ 
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supérieure ou égale à 
UD + (4) —1 + oi) — 1. 


9 . . . . . . : wan 
Donc, d’après les principes classiques, on peut écrire une identité 
A'A'= CT +AX, 


où Tet -L sont des polynomes entiers. Transportons i origine en Il; et. 
écrivons les divers polynomes ordonnés par groupes de termes 
homogènes de degré croissant | 


CH cu +. 
A = Gi, A140, dire, Fe.) db = di _1+0, + 4,40,+.- 
Al = @j,140 + Giro + ei.) OD pi Ea ee 


Ue ee ‘ 
MS i a pur Oi wR se 


Nous supposons que A et C n’ont aucune branche tangente en II,, 
done que ¢, et a; ,,,, n’ont aucun facteur commun, donc on a 
nécessairement 


SS fot = 
O,+2,=0,+ 0), A=, +, +1,— 2, 


* ANT ” 
PC F Gi, —14 ©, Mi, 14 QO, = A+! Mi, —1+ w'- 


Précisons la différence entre cet énoncé et l’énoncé classique : dans 
ce dernier, G’ et G” ne sont résiduels que sz tous les excès sont nuls : si 
l’on suppose »,> 0, l’intersection complète de C et A contient 
(,@,+2,(%, —1) fois le point IL, et l'énoncé classique ne retire II, 
que 7, (7,1) fois, de sorte que, dans l’intersection ultérieure de C 
et A, on a, outre G’ et G’, encore 7,0, fois II,, 7,2, fois IL,, ...; il 
faudrait donc séparer les z,, points réunis en II, en deux portions 
dont l’une serait ajoutée a G’ et l’autre à G’; on sent le vague de telles 
conventions; même précisées, elles offrent l’inconvénient de ne pas 
offrir de groupes G’ et G” purs de toute compromission avec les points 
Hp | 


2. Les conventions adoptées i icl permettent de tracer sur la 


courbe C le diagramme ; 
| Go A -Gr 


A! A’ 
ates MONS à 
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À est elle-méme une adjointe; la somme des degrés de A et , la 
somme des exces de A et A en ehaque ll est égale à la somme analogue 
relative à A’ et A”. : 

Indépendamment de l’étude des systèmes linéaires de courbes, il 
est bon de donner quelques applications. Ke 

Si w, surpasse w, +", on peut compléter A’ par une courbe A’ 
(non plus nécessairement adjointe) admettant II, avec la multiplicité 
w, — (w+), ou supérieure; A’ peut se dispenser de passer en 
ceux des points II pour lesquels on a &<w'+w". On raisonne alors 
sur l’adjointe (A! + A’) et l’adjointe A’, ce qui revient à compléter +! 
par le groupe y’ provenant de A’. 


* Premier exemple. — C, A cubiques ayant Il pour point double, 
(1=3%,w=#i), se coupant encore «et V,, V,,: V3, V, et V,5 V et V, 
déterminent oo” adjointes de degré 2, dont l’une A’ fournit le résiduel 
X, Y de V,, V,; de même V,, V,, V; déterminent oo' coniques adjointes 
dont l’une A” fournit Z; on a w’ = w” = o. Chacun des 3 points X, Y, Z 
peut être pris arbitrairement, de sarte que le procédé signalé ne 
pourra rien donner. En effet on prendra pour A’ une droite fournissant 
un point T arbitraire : X, Y,Z, T sont sur une même conique adjointe, 
résultat banal. L’insuccés dans ce cas particulier tient à une raison 
profonde, à savoir que la courbe étudiée est unicursale. | 


Deuxième exemple. — C, A quartiques ayant IT pour point double, 
‘(== 2, 0 = 1),-se coupant en Qj; 05; Qy,O,-et Ris Reyare ee 
Supposons que les Q ne soient pas en ligne droite, ou encore ne 
présentent pas la configuration suivante : Q,, Q, alignés avec II, de 
même Q,, Q, alignés avec II. Supposons que les 8 R ne soient pas 
avec II bases d’un faisceau de cubiques, ou encore ne soient pas avec II 
sur une même cubique dont II serait point double ('). Done If et 
les Q déterminent une seule conique adjointe A’ et le résiduel g,, 923. 


(1) Si Pune des dispositions signalées était vérifiée, il suffirait d’un changement de 
nom pour les 12 points Q, R pour éviter cette disposition. Nous verrons, comme appli- 
cation des perfectionnements ultérieurs du théorème du reste, les propriétés spéciales 
aux dispositions critiques ainsi écartées. 
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on a w’=0, De méme II et les R déterminent une seule cubique 


adjointe A” et le résiduel 7,, r,; on a ©” =o. Choisissons pour A’ une 
droite issue de IT, donnant deux points s,, s,. Le théorème du reste 


nous prouve que g,, G2, las las Sy 5, Sont sur une même conique 2A 


adjointe, avec Q = 0; II, s,, s, étant en ligne droite, cette conique al, 
se décompose, et puisque ITs,s, est une te arbitraire issue de II 
tandis que g,, 92, ri, r, sont A les quatre points q,, q.,r,,r, sont 
sur une même droite : c'est une propriété importante qui ne fait 
intervenir que les deux groupes y’ et y’ de l'énoncé général. 


Troisième exemple. — C et A septiques ayant II,, IL, ..., IL, pour 
points doubles, (¢= 2,0 = 1), se coupant en. V,, V,, V5, V, V,. Les 
points IL, V,, V, définissent oo! quarliques (j’écarte le cas du réseau); 
lune, A’, fournit le résiduel Q,, Q:, Q;, Q, dont l’un des points, au 


moins,. est variable ; les Il et V,, V,, V; définissent une quartique A” 


-(j’écarte le cas du faisceau) et le résiduel R,, R,, R,. On a wo’ = w"—0:;- 


A’ sera, par ou une quartique du système linéaire oo* défini par 
les IT; elle coupe Cen U,, U,, ..., Us. Les 13 points Q, R, U sont sur 
une même quintique adjointe, avec Q =o; en faisant varier les U 
qui engendrent une série g*, on voit que les 18 points simples Q, R, I 
définissent «o* quintiques et par suite forment un groupe de surabon- 
dance 1 pour le degré 5. Cette propriété, si intéressante qu’elle soit, 


est moins intuitive que précédemment et ici on utilise non seulement 


les groupes y’, y’ de l’énoncé général, mais encore le groupe des 


points multiples. 


3. Dés maintenant remarquons que si C est de genre o, elle n’a 
aucune adjointe d’ordre m — 3 ou inférieur et c’est pour cela que les 


courbes unicursales ne pourront fournir de groupe surabondant 


(j'entends par là qu’il s’agit de points bases définissant un système de 
courbes toutes à par exemple donner, pour le degré m, un 
point Il multiple d'ordre m—1, et un certain nombre de points 
simples). Si C est de genre 1, elle n’admet, au degré m — 3, qu'une 
adjointe «, ne la coupant qu'aux poipts Mess RARE AR 
sont les groupes définis plus haut, y’ et y” sont toujours résiduels l’un 


de l’autre : en effet au cas où il ya des Naren SE Oo (w' + w”) qui 
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sont positives, si M est la plus grande, il n’y a qu’a prendre pour A’ 
la courbe « comptée M fois, et cela fixe les exces en chaque point 
multiple II pour les groupes résiduels y", y". 


4. Deuxième extension du théorème du reste. — Supposons que la 
courbe A ait en un ou plusieurs point II une multiplicité déficitaire, à 
la rigueur nulle : la multiplicité de IT, est, par exemple, LL —1+0,, 
où w, est cette fois négatif (w,21 — z,). Il est commode de conserver 
le nom d’excès pour cet entier w,; chaque excès pourra donc être 
positif ou négatif; dès qu’un seul est négatif, la courbe A n’est plus 
une adjointe. Nous opérons comme plus haut pour le total G des 
points, autres que les IT, communs à C et A; on opère la séparation 
-G=G'+ G’ et l’on utilise des courbes A’, A” adjointes ou non, issues 
de G’ ou G”, donnant les groupes y’ et y’; nous considérons encore les 
excès w, w’, w” des courbes A, A’, A” en un méme point I. | 

Les inégalités : 

Got Stal Soe, hd Bigs bas hae eke 
_ expriment encore les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
groupes y’, y” soient sur une méme adjointe À : le degré et les excès 
de À s obtiennent par la méme régle que plus haut. ee ee 

La démonstration ne subit aucune modification, ear elle est basée 
sur ce fait que, si en chaque point commun aC et A ona | 


(4; —1+ 0) + (4—1+ 01)2%,4+(4—1+0,)—1, 
on peut écrire 
(1) VA'A"=TC + Ad, ®,+2,=0,+ 01, ve 


et alors non seulement I et -& existent, mais -l est une adjointe. 


5. Troisième extension du théorème du reste. — Cette extension sera 
très utile pour l'étude des groupes surabondants. Supposons qu’en II, 
le déficit de A soit égal au maximum : w, =1—i,, et À ne passe pas 
en Il,; dans ce cas, pour pouvoir écrire l'identité (1) on n’a pas 

. .. nñ ; ar 2 . N: : . oat AP . eR 
besoin de | inégalité WI Sw, +w;; on peut avoir l'inégalité de 
sens contraire (mais ceci empéche alors -L d’être une adjointe). — 


NT 


co: fs Agi oe) om | IVART' ON NT 


f, 


CEST 
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Pour que la courbe -\, existe (sans étre peut-être une adjointe) et 
coupe C, en dehors de certains points multiples, uniquement suivant le 
total y' + y”, il est nécessaire et suffisant weep chaque point multiple I 
effectivement situé sur A on ait l'inégalité w<w' + w"; le degré de À et 
les exces de À se calculent comme plus haut, soit aux points I situés sur A, 
soit aux points IT non situés sur A. 

Ainsi si C est une quartique avec un nate double IT unique, 
coupons-la par une droite C, ne passant pas en II (w = — r) et soient 
71> 42 71,7, les points d’intersection; par g,g, faisons passer une 
conique C, évitant I(w’ = — 1), donnant les points Q,, Q,, ..., Qs; 
parr,r, faisons passer une cubique C, évitant Il(w” = — 1), donnant 
les points R,, ..., R,,: les points Q, R sont sur une quartique C, ne 
contenant pas II. Si au contraire C, et C, contiennent II comme point 

‘simple, w’=w”’ =o, on a 4 points Q et 8 points R seulement situés 
sur une quartique C, ayant II pour point double. C’est la réciproque 
du second exemple du paragraphe 2. | : 


6. Autre application : parmi les mp points communs a une C,, et 
une C, données, supposons que gp, supposés d’abord simples, soient 
sur une C,, ol. g <m; les (m— q)p restants sont sur une courbe C,_,. 
Cette proposition demande, quand C,,, C,, C, ont des points multiples 
communs, certaines précautions. La démonstration résulte de 
l'identité, assurée par les hypothèses, 


Cin == Cp SERA =z PEER 


(si p est supérieur am on doit remplacer C,,_, par zéro et si p — m, - 
Cp est une constante). La courbe C,,_, doit admettre comme point 
tolé d’ordre z tout point multiple commun à C,, et C, et d’ordre ¢ 
sur chacune, non situé sur C,; si C, contient ce point comme point 
simple, C,,, ne l’admet plus Hi ’avec la multiplicité ia Mais: SiC, 
et C, ont un point multiple commun d’ordre ¢ sur C,, 7 sur Cy, il | 
gia que C,, admette ce point au moins au degréz +7 — 1 pour être 
certain de pouvoir, gue, que soit le cas, Fa le théorème sans 
erreur. 

. Ainsi plus haut, nous avons rencontré cette proposition : si deux 
quartiques C,, A ont un point double commun IT et quatre autres 

Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — Aour 1925. . 29 
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points Q,, Q., Q;, Q, simples communs, alignés sur une droite C,, les 
huit autres points communs R,, R,, ..., Ry sont sur une cubique C, 
ayant II pour point double : cela résulte de la propriété démontrée a 
l'instant. La réciproque est vraie, mais, en quelque sorte, accidentel- 
lement : si C, et C, sont une quartique et une cubique ayant un point 
double If commun et huit autres points simples R,, Rg, ..., Rs 
communs, toute quartique A, contenant R,, R,, ..., Rs comme points 
simples et II pour point double, coupe encore C, en quatre points 
Q,, Q:, Q,, Q, en ligne droite. Nous constatons bien que sur les 
16 points communs à C, et A, il y en a 12 situés sur C, et A, mais 4 
sur ces 12 proviennent d’un point multiple d'ordre 2 sur C, et A, que 
C, contient au degré 2 et non 3; il y a donc lieu d’une démonstration 
directe : nous menons par II une droite A arbitraire et traçons sur C, 
le diagramme 


Ri Ry oaks cubique C, (# = 1) o 
eS erat? droite (w”= 0) 
Q,2293Q, conique (2=0) nm 


Le théorème du reste (première extension) nous prouve l’existence 
d’une conique, contenant Q,, Q., Q;, Q, et les 3 points I, 7,, r, 
situés sur une droite variable : donc les 4 points Q sont bien sur une 
droite. 
= Supposons maintenant que les deux quartiques C,, A, qui ont II 
comme point double commun, se coupent en 8 points R,, Rs, :.., Rg 
bases avec II d’un faisceau de cubiques : le théorème de la résiduation 
_ appliqué à deux cubiques C;, C; de ce faisceau et à la courbe C,, qui 
contient leurs 9 points communs, prouve que les 3 nouveaux points II, 
r,,7, communs aC, et C, sont en ligne droite; le diagramme tracé 
sur C, 


Res ova Re cubique C; (# — 0) ; Pty 
quartique A (w'—1). droite adjointe (w” =o) 
Q:0:0;Q, conique (22 = 1) 0 


prouve, en vertu de la première extension du théorème du reste que 
les 4 Q sont sur une conique ayant If pour point double : Q, et Q:, — 
par exemple, sont alignés avec II et de même Q, et Q,. Si maintenant 
on part de l’hypothése : C, et la quartique A ont le point double II 
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commun, deux points Q, et Q, communs alignés avec IT, deux autres 

points Q, et Q, alignés avec II, on aboutit à la conclusion que 
1 R,, ..., R, sont, avec IT, bases d’un faisceau de cubiques : en effet on 
à mène par II une droite arbitraire, et le diagramme précédent, lu de 
bas en haut, prouve, toujours en vertu de la première extension du 
théorème du reste, que R,,...,R, sont avec IT sur une cubique 
contenant r,7,; en faisant pivoter la droite IIr, ra autour de Il on 
prouve l'existence du faisceau de cubiques. 


7. Je cite un exemple propre avec le précédent à bien montrer le 
sens qu'il faut attribuer au mot nécessaire dans les extensions du 
théorème du reste : la configuration annoncée peut se produire, dans 
_ ‘certains cas, mème si les conditions prétendues nécessaires ne sont pas 
os réalisées; mais il est néanmoins nécessaire que ces conditions soient 
= réalisées si l’on veut pouvoir affirmer, sauf vérification spéciale, que 

la configuration est réalisée. : 
oe Ainsi deux quintiques C; et C, sont supposées avoir en commun 

23 cing points doubles; la conique circonscrite à ces cing points, comptée 
deux fois, peut être considérée comme une quartique, dégénérée, 
contenant 20 intersections de C, et C,. Mais on ne peut en conclure 
que les cing points complémentaires de l’intersection sont en ligne 
droite; d’ailleurs on peut prendre arbitrairement quatre des points 
complémentaires, et l'on a ainsi un faisceau de quintiques mettant la 
proposition en défaut. 


; o 
e 


LL wes 


ai 


8. Voici une autre application : 4 points doubles II,, IL, Il, Il, 
pris au hasard, 5 points simples P,, P,, P,, P,, Ps en ligne droite 
— déterminent «* quintiques Deux d’entre elles se coupent encore en 
A points Q,, Qs, Q:, Q, situés, d’après la théorie de la résiduation, 
sur une quartique ayant les II comme points doubles : cette quartique 
se décompose done en deux coniques : Q, et Q, par exemple sont sur 
une meme conique avec les IT, Q, et-Q, sur une autre. 
ss De même deux quartiques C,, C, ayant un point double commun II 
et deux points simples P,, P, sur une droite D avec II réalisent les 
conditions voulues pour écrire 
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de sorte que les ro points complémentaires de l’intersection sont sur 
une cubique C; contenant II comme point simple : avec le langage un 
peu vague cité plus haut on peut dire que D n’enlève II que deux fois 
dans l'intersection de C, et C, et que C, l’enléve les deux fois 
complémentaires. 


9. Genre apparent d’une courbe. Séries completes, spéciales ou non. 
Théorème de Riemann-Roch ; loi de réciprocité de Brill et Noether. Théoréme 
d’ Abel. — Une courbe C de genre effectif p peut se comporter au point 
de vue des séries g découpées sur elle par les courbes d’un système 
linéaire comme une courbe de genre apparent supérieur à p. Si les 
courbes du système linéaire n’ont aucun point fixe coincidant avec un 


point multiple de C, le genre apparent de C sera ae UT FX dans 


tous les cas le genre apparent de C se réduira à celui fixé par les points | 
multiples de C par lesquels passeront toutes les courbes du système 
linéaire. Le théorème du reste, généralisé pour les multiplicités 
déficitaires permet de recommencer une théorie des séries linéaires 
de groupes de points, spéciales ou non spéciales, complètes ou non, 
où ne figure que le genre apparent : il suffit en effet de raisonner 
avec les courbes que l’on pourrait appeler quasi adjointes, se 
comportant, pour les points multiples conservés, comme les adjointes 
proprement dites, tandis qu’elles évitent les points multiples délaissés. 
D'ailleurs pour les points multiples conservés, il y aurait lieu, le cas 
échéant, d'appliquer les trois généralisations du théorème du reste. 
_ Le théorème de Riemann-Roch et la loi de réciprocité de Brill et 
Noether s’appliqueraient donc aux quasi adjointes, pour les points 
multiples conservés. 2) | 

Je ne veux pas développer davantage ces indications, car elles 
n'auront pas à intervenir pour l'étude des groupes de points 
surabondants. Je citerai un cas classique d'application des propriétés : 
énoncées ici : | 

Le théorème d’Abel fournit, pour uue courbe algébrique C de genre 
effectif p, p relations transcendantes entre les points qui constituent — 
l'intersection complète de cette courbe C avec une courbe mobile F; 
ces relations font intervenir les p intégrales de première espèce 
attachées à la courbe. Quand la courbe mobile T évite de passer par 


~~ 
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certains points multiples, on peut obtenir non seulement ces p rela- 
tions transcendantes, mais en réalité p! —p complémentaires, où 
p’ est le genre apparent calculé avec les points multiples de C que I, 
au cours de sa variation, doit contenir; ces relations font intervenir 
des intégrales abéliennes de seconde et troisième espèce. 

Ainsi Sophus Lie a remarqué que, pour l’espace à trois dimensions, 
les surfaces de translation, qui portent son nom, ont leur existence 
assurée par l’application du théorème d’Abel aux 4 points variables 
où une quartique plane donnée est coupée par une droite mobile : on 
obtient en effet trots relations, dont une est surabondante, entre les 
4 points d’intersection; ce nombre trois est le genre soit effectif, 
soit apparent de la quartique. Si la quartique n’a aucun point double, 
les relations s’obtiennent avec les intégrales de première espèce; si la 
quartique a deux points doubles, il faut prendre l'intégrale unique de 
première espèce, |’intégrale de seconde espèce et une intégrale de 
troisième espèce; le Ge rie d’ailleurs est que, si f(x, y= =.6 
est l’équation de la quartique, il suffit de poser 

= LES ES Fe t= [oe 
on fy | 
pour que les équations suivantes (où les intégrales ont pour limite 
supérieure les points d’intersection avec une droite variable, pour 
limite inférieure les points d’intersection avec une droite fixe). 


X,+X,+ X,+X,=0, 
Y,+Y.+Y,;+ Y,=0, 
Z; + Z, + Z, +2, == 0) 


traduisent les deux modes de génération de la surface, sans avoir 


besoin de spécifier le genre effectif. de l’équation f(x, y) = 0; les 
genres effectifs 3, 2, 1 donnent des surfaces toutes transcendantes et 
le genre o permet d’obtenir des surfaces algébriques. 


CHAPITRE IT. 


SYSTÈMES TUNBALEES DE COURBES ALGEBRIQUES. 


{. Groupes complets formés d'un nombre infint ou fini de points. — 


Nous avons convenu d’opérer éventuellement certaines transformations 
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quadratiques birationnelles de façon que chaque point simple ne 
compte plus que pour un dans l'intersection et chaque point multiple 
pour &, carré de sa multiplicité 7 sur chaque courbe du système. 

Un groupe de points bases donné fournit un certain nombre de 
conditions linéaires entre les coefficients de l’équation ponctuelle de 


la courbe C,,: on sait évaluer le nombre de conditions distinctes : si ce 


ESS UMm(MmÆs) à ; ERA os : x 
nombre est supérieur à FRE il y a impossibilité; s'il est égal à 


PE, il ya une seule courbe; s’il est égal à ain =p = iil 
ya un système o”*!, linéaire, de courbes C,, circonscrites aux points 
bases; on saura trouver tous les points, virtuels, s’il y en a, communs 
aux courbes du système et la multiplicité exacte, des points bases; on 
est donc ramené à un groupé complet, formé de points multiples 
II,, IL, ..., U,, d'ordre respectif 7,,7,,..., 7%, et de points simples 
P,, P., ..., P,. Un nombre infini de points correspond au cas d’une 
seule C,, ou d’un système linéaire dont toutes les courbes ont une 
partie fixe commune de décomposition. Nous nous attacherons surtout 
aux groupes complets formés d’un nombre /inz de points. 


La différence 
t(i+y m(m-+ 3 
sah DCR | 
2 2 

est la surabondance, positive ou nulle, du groupe de points, supposé 
définissant un système o’*'. 

Si l'on n’est pas dans le cas d’impossibilité ou d’une seule C,,, et si 
le total A + £1* du groupe (complet ou non) est égal à m*, on ne peut 

L ’ ie A p 

avoir qu'un faisceau, sauf le cas où toutes les courbes du système se 
décomposeraient, avec une portion fixe ou sans portion fixe. En effet, 
nous supposons qu'il y a au moins deux courbes C,,, C,, linéairement 
distinctes, de sorte que le faisceau 


(1) ; C,, FAC, =0 


donne bien des courbes admettant chaque point avec la multiplicité 
voulue : si c’est l'équation générale, la discussion est terminée et l’on 
a bien un faisceau; si ce n’est pas l'équation générale, on a un système 
linéaire | 


(2) ACn + On +... + Ay Ce = 0, 


al 
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ol est un entier 22 : mais alors outes les courbes du systéme se 
décomposent; sur l’une quelconque I, prenons un point A arbitraire : 
il existe x! courbes du système passant en A et, puisqu’elles ont un 
total d’intersections déjà connues égal à m? + r, elles se décomposent 
avec une partie commune, donc l'est bien une courbe décomposée. 
Deux circonstances distinctes peuvent se produire : ou bien toutes les 
courbes du système æ étudié ont une partie fixe commune, circons- 
tance que l’on peut prévoir plus ou moins aisément a priori comme je 
l'ai expliqué dans mon précédent Mémoire et que je me contente de 
signaler ici, ou bien l’équation (2) est de la forme 


oe 


(3) Ay yep +... Any =o, 


où y ety, sont deux courbes données de degré re l'équation (3) 
représente donc une courbe formée de y: courbes distinctes de degré à 
dont chacune appartient au faisceau (y, y,). On constate aisément 


que si un système linéaire oo” de courbes C,, se compose de courbes 


_ toutes décomposables, sans qu’il y ait une portion fixe commune à 


toutes les courbes-du système, l’équation de ce système est de la 
forme (3). 

Ainsi supposons que deux.courbes C,, C,, données, avec pm 
sans égalité, se coupent en mp points simples ; donner ces mp points 
comme points bases d’ordre 2 pour le degré m+p livre le système 

Em—pæ+i)(m—p+r2) | 
2, 


linéaire à 


paramètres-non homogènes 


Cp ( Gears. a= Cm) == 10, 


* 


Ch? étant une courbe arbitraire de degré m— p; en effet la courbe, 
a, avec chaque courbe inconnue, 2pm intersections, nombre 
surpassant p(m + p); la surabondance du groupe est, pour le degré 
m + p, égale à p(m — 3) +1, en supposant m2 3. 

Prenons les m? points, supposés simples, communs à deux courbes 
C,,» C, donnés et imposons-les, avec la multiplicité p, à des courbes 


- inconnues de degré mp : toutes ces courbes se décomposent en 


p courbes du faisceau (C,,, C,); car si l’on considère sur l’une d’elles 


un point À, la courbe du faisceau (ét) passant en À a déjà 


4 


, 
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m?p +1 intersections avec elle. La surabondance se calculera done 


par la relation 


pt mn LP eS SES 
La 2 


d’où | 
‘ pape ee, 


Ainsi en supposant m=4, p=2, les 16 points d’intersection, 
simples, de deux C, et C, définissent des octiques, les admettant — 
comme points doubles, toutes décomposées en deux quartiques 
arbitraires du faisceau (C,, C’,); la surabondance étant 6, en général, 
toutes les octiques, qui admettent 14 d’entre eux comme points 
doubles, admettent aussi les deux derniers comme points doubles et 
se décomposent; mais il y a un cas d'exception, c’est celui où les 
14 points prélevés, pris avec la multiplicité 2 au degré 8, au lieu de 
former un groupe normal incomplet forment un groupe anormal 
complet : nous verrons plus tard qu’en prenant sur une droite C, deux 
points P’, P” arbitraires, puis en construisant une première quar- 


tique I, tangente à C, en P’ et P’, et ensuite une seconde quartique I’, 


issue de P’ et P” sans y toucher C,, les 14 points d’intersection complé- 
mentaires P,, P,, ..., P,, du faisceau (T,, [) ont la surabondance 1 


pour les octiques dont ils sont points doubles; ces octiques forment 


donc un système linéaire o* contenant en particulier les octiques 
_décomposées du système oo? d’équation F? + AT,T, + pT? =o, mais 
en contenant d’autres non décomposées, ne passant ni en P’ ni en P”. 


2. Structure des points bases d'un faisceau. — Y'écarte désormais le 
cas d’une C,, unique, d’un système linéaire de C,, toutes décomposées 
(que les morceaux de décomposition soient tous variables ou que l’un 
soit fixe). de | 

Nous nous rappellerons que la courbe générale d'un système linéaire 
irréductible ne peut avoir de point singulier mobile, de sorte que le 
genre effectif de cette courbe est celui qui est fixé par les points 
multiples du groupe de points bases, groupe supposé complet. | 

Les groupes complets que nous étudions maintenant sont donc Ey 
contenus dans le groupe complet formé par tous les points bases d’un 


~ 
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ee et tout revient à déterminer la surabondance de ce groupe 
fondamental et à chercher ensuite dans quel cas particulier ce 
groupe: contient lui-même des groupes anormaux complets. Je dois 
renvoyer le lecteur à mon précédent Mémoire (début du Chapitre 1) 
pour fout ce qui concerne cette notion philosophique de structure et 
d’emboitement successif de groupes anormaux complets les uns dans 
les autres. ss 


Pour le total des points bases d’un faisceau on a 


A+ Xi m?,, 


Tig psoas mm +3) 


—I+s, 
a ; 


ee m?— 3m + 2 yet). 
2 fod 9 
La surabondance, pour le degré m, d'un groupe de points bases d'un 
faisceau est égale au genre de la courbe la plus générale de ce faisceau. 
Un groupe partiel, complet ou non, contenu dans celui-là, a une 
surabondance, positive ou nulle, inférieure, sans égalité au genre. 
Pour les courbes unicursales, il n’y pas de groupe anormal (sinon les 
groupes définissant une seule courbe unicursale, mais nous ne nous 
occupons plus de tels groupes). De mème, avec la même restriction, 
pour les courbes de genre À il n'y a qu'un groupe anormal, d'ailleurs 


rene _ formé par les points bases d'un faisceau. 


3. Pour chaque degré et use ce il y a deux cas à distinguer 
suivant que le total des points multiples II,, IL, ..., Il; peut être ou 


: non pris arbitrairement; s’il le peut, il est normal complet; dans ce 
_cas, les points d’intersection P,, P,, ..., Py de deux courbes C,,, C, 


admettant les I avec la multiplicite neues forment, avec les II, un 


groupe de surabondance p; si les deux courbes Cm» Cn sont prises au 
= hasard, les p points surabondants pet être pris au hasard 


parmi P,, Py, ..., Puy c'est-à-dire qu’en retirant au, hasard succes- 
sivement 1, 2, ..., p—I points on obtient un groupe anormal 


à incomplet de surabondance décroissante p —1,p—2,...,1;en reti- 


Ann, Ée. Norm., (3), XLII. — Aovr 1925. aid, 30 
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rant, encore au hasard, ‘un pe point il reste un groupe normal 
incomplet et jamais il n'arrive qu'au cours de ces opérations succes- 


_sives on obtienne un groupe complet. Nous allons maintenant opérer 
de facon à obtenir un faisceau (Cm C,,) où le choix des P points 


surabondants ne peut être fait qu'avec tact et où l’on peut trouver un 


groupe anormal complet P,, P,,..., P, (toujours associé aux IT) com- 
pris à l’intérieur de P,, P,, ..., Py. Je rappelle qu'on a supposé pouvoir 


choisir les II arbitrairement, de sorte que À n’est pas nul et est même 


suffisamment supérieur à la surabondance du groupe Il,, IL, ..., 
I;, P,, P,,..., P,. Les courbes circonscrites à ce groupe forment ün + 


système æ"+! et l’on a 


as Fe Cee (tea) ea | 
(1) 4 RE 2 à 2 tree oe 


9 étant xs nombre des aint variables communs à à deux courbes du 


système. Nous choisissons une courbe Ges ue dex ce Spe 


_ done de genre 
A (eee pu tes 2 ; 


les autres courbes du système découpent sur C,, une série linéaire de _ 


groupes de points g. et l’on a, d’après (1), l'égalité fondamentale 
(2) ' iy 8 SS Pe 


_ Le théorème de: ficwaone Roch nous apprend aussitôt que la s sura- 
bondance s(s20) est le nombre d'adjointes linéairement indépendantes 


_ d'ordre m — 3 passant par un groupe de la série. | 
Cette égalité (2) permettrait d’ailleurs de reconstituer tout ce qui a 
été dit pour p=ooup=1. 


ih. Construction des groupes | anormaux. — “Nous savons que p=0, 


_ p=tn’ont pas à être étudiés. Nous supposons p22, s > o. La série g” 


peut être découpée sur C, par un système linéaire d’adjointes yy 


d’ordre m — 3 au plus, soit exactement d = m— 3 —.6, ayant exacte- 


ment / points fixes situés sur C,, (si ces adjointes ont des points fixes 
en dehors de la courbe C, ces PPS n'ont pas à à intervenir dans nos 


nu 
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raisonnements). On a 


(3) : { m(m—3—0)= i(i—1) + f+», 
| m—3m+2—2p—%Zi(i—:1), 


d’où, par soustraction, 

(4) 2p—a=f+v+mè. 

La première égalité (3) prouve que l’on a 
oSvSmd—Xi(i—1), 

de sorte que l’égalité 


TT EDS DE 
donne 


(5) 3m — Lis<m(m— d) —Xi<h£<m— Xi. 


cl, puisque les points II peuvent être pris arbitrairement, on a 
o<s<h, donc a fortiori Zi? < m°. 

Supposons marqués sur C,, les f points fixes F,, F,,..., Fy; ces points 
simples, joints à II, d’ordre z,—r, II, d’ordre 7, — 1, ..., sont supposés 
définir un système linéaire «” de courbes y, variables (d entier fixe au 
plus égal à m—3), coupant C,, en ¢ points tous variables (sinon les 
points fixes seraient réunis aux F); par un groupe V,, V,, ..., V, de 


cette série (points simples) et les IT (avec la multiplicité donnée : 
pour ds) passe déjà une courbe de degré m, à savoir C,, : supposons 
qu'il y en ait une autre, ne contenant aucun F; cette courbe détermine 


sur C,, un groupe de points P,, P,,..., P, résiduels des V (le raison- . 
nement fait ici subsiste même au cas où A serait nul, c’est-à-dire où 
les II à eux seuls formeraient un groupe anormal complet; les I 
n'auraient pu être choisis arbitrairement, mais une fois obtenu un tel 
groupe, le raisonnement fait en ce moment s’appliquerait, même 
pour 2 — 0). Il s’agit de montrer que le groupe P, IT est surabondant 
pour le degré m. En effet, y; étant une autre adjointe issue des F 
nous aurons sur C,, le diagramme - 


Bx ygr 
Ya Cin 
Wie Ga, aE 
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et les conditions voulues pour appliquer le théorème du reste 
(première extension) sont remplies : y, et y, donnent pour chaque IT 


un excès nul et C,, l'excès 1. Les courbes C,, forment done bien un 
système æ’+! et l’on a 


(a m(m+3 
[tert ao ee 


2 | 2 
(6) 
[iS ae a 
puis 
(a) (h+vr+2Ë = ens 


| fret 2i(i—1) =md, 


s désignant la surabondance du groupe (F, IT) pour le degré d (les F 
étant simples et chaque [I ayant pour y, la multiplicité à — 1 au lieu 
de sur C,,). Deux soustractions évidentes donnent 
| d+3 
| es ENS reel area ee es 


(8) | ? 
hf + Li m(m—d), 


— Gs, 


d’où résulte, par une nouvelle soustraction, 


ree (m—d—1)(m—d—2) 


(OV Sees ; 


Le groupe (P, IT) est donc effectivement surabondant et la formule est 
la même que dans le cas des points bases tous simples. Tout est donc. 
ramené à déterminer des courbes y, variables et l’on doit se rappeler 
l'inégalité | 

oS f£2p— 2 — mod. 

Les constructions à effectuer conduisent à de nombreuses remarques, 
analogues à celles que j’ai données au précédent Mémoire: mais il y a 
deux difficultés spéciales au cas des points bases multiples; Ja 
première est la suivante : a-t-on pu marquer les arbitrairement dans 
le plan vierge? La seconde est la suivante : les II ayant été marqués 
(arbitrairement si c’est possible, avec certaines précautions si c’est 
nécessaire), la construction de ce paragraphe réussit pourvu que le 
groupe V, IL(V simples, Il multiples comme: sur C,) définisse une 
courbe C,, distincte de C,,, ne contenant pas tous les F. 
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5. Exemplem = 4, p= 2. Étude d'une sur face unicursale de degré 4. 
ws e exemple le plus simple s'obtient pour p = 2, m — 4; on a néces-. 
sairement d = 1, f = 0, d'où le tableau 


| =D I double | 
F o V P / dé 
droite 0 6) 2 to) oer 1 


Ici la théorie de la résiduation prouve que les 10 points P et le 
point IT sont sur une même cubique C,, dont II est point simple, car 
If et V,, V, sont sur une même droite C, (Chap. I, 6). Un procédé 


commode pour retrouver un tel résultat consiste à remarquer que le 


système IT, P, V (IT double) détermine un faisceau de quartiques : la 
quartique qui passe en un point de la droite Il V, V, se décompose 
nécessairement en la droite IIV, V, et une cubique C, admettant IT 
comme point simple. | | 

Il suffit donc pour obtenir le groupe P, II de couper une cubique C, 
arbitraire par une quartique C, ayant un point II de C, pour point 
double. Ceci Sak que l’on peut se donner arbitrairement 


TH, Py, Pos 2.5 Pas ils déterminent, en général, une seule Fous Ge 


et sur cette cubique C,, les quartiques du système linéaire ° définies 
par IE double et P,, ..., P, simples découpent une série linéaire g; de 
couples de points P’, P’ que l’on peut associer aux précédents pour 


obtenir notre groupe surabondant. 


Le cas m=4, p=2 ne donne absolument rien autre que ce 


groupe. Appliquons ce résultat : à l'étude de la surface Y, unicursale, 


dont les sections planes ont pour images les quartiques circonscrites 
à un point IT double et à 8 points simples P,, P,, ..., Py. ai 
Je me débarrasse immédiatement du cas singulier où II, P,, ..., P, 


sont bases d’un faisceau de cubiques : lé raisonnement qui a été fait à 
. l'instant prouve que sur n HP quelle cubique de ce faisceau les 


quartiques découpent une série g;, de sorte qu’imposer un point P’ 
arbitraire à l'une de ces quartiques l’oblige à à passer par le point P” 
homologue de P’ sur la cubique du faisceau passant en P’, La corres- 
pondance entre P’ et P” est alors une correspondance involutive 


2 birationnelle et la surface © est de degré 2. On le voit d’ailleurs très 


Ne 


‘impropre revient souvent dans l'étude des groupes surabondants rs 


; surface ë, de degré 4, a NH AAA nn à 


238 _ BERTRAND GAMBIER. 


simplement en prenant IE pour origine et Sartre deux cubiques | 
quelconques C;,, C, passant a rie le syetome æ* de quaringues “ee 
admettra comme quartiques de bases | a Oa 
G3," 3 2G; : y Gs; Srhe. uy; ee oe F Shere : sa a 

et les équations paramétriques de Z os | 
Re AR M vo à eae 
zC; re 7Cs  æC: UE LES 7 5 4 . <a 


donnent l'équation de Z RS 
XT = YZ. 


Cette quadrique se trouve représentée d’une façon impropre sur le. 
plan (a, y); au point (1, A, u, Au) de la PURE TEE le 
RAS > P” défini par les SRE 

CRETE RE x LE 
rs pe ise REA 4 ue 


Cela revient a couper les cubiques d’un faisceau par une sécante. M EN 
arbitraire issue de l’un des points bases. Ce genre de représentation _ 


possédant des points DURE 
6. Soit maintenant le cas normal où DSP egealb définissent une : 

seule cubique C,, que nous supposons non Trees Nous mettons _ 

l’origine en Il; les quartiques de base seront æt,, yC,, C,, Ci. La 


ek hy Due na de: RE 


et à la cubique C, correspond sur Ë une droite double AXE Ne heh ene 
La! surface en question a été étudiée par CLesscn, Mathematische 
Annalen, t. 1, 1869, p. 253-316. Le procédé par lequel je démontrerai — 
qu’inversement toute surface X, de degré 4 possédant une droite 
double A est unicursale et susceptible de la Hsia LS (1) est LPs: Sr. 
ee que celui de Clebsch. ~ ot 5 
En effet la surface la plus pollo Br, de degré me ayes une 4, 


~ . 
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a 
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droite À double unique, a pour équation en prenant À comme axe OZ 


(2) XX, Y, Z) + XY @(X, YZ) + Y*U(X, Y, Z) =o, 


où /, 9, Y sont les premiers membres des équations de trois qua- 


driques ; les 4 termes contenant Y en facteur dans Jf, ou X en facteur 
dans } peuvent rentrer dans XYo; il reste 21 coefficients arbitraires 
non homogènes; la transformation homographique la plus générale 
conservant O, contient 11 paramètres non homogènes dont on peut 
profiter pour réduire à 10 les coefficients nn entrant dans (2). 
_ Or pour & on peut, par une transformation homographique du 
plan (ay) donner ‘aux points II, P,, P,, P, une configuration donnée © 
a priort : il reste donc 10 paramètres essentiels pour fixer P,, P;, P,, 


P,, P, et par suite E, à une transformation homographique près dans 


l’espace (X, Y, Z, T) : ceci suffit pour montrer que X, surface définie 


par (1), ou Z, surface définie par (2) sont des êtres identiques. 


7. Le point (a = 0, y =o) est l’image d’une conique y, corres- 
pondant homographiquement, point par point, à chaque élément de 
contact issu de Il; la quartique I’, ayant II pour point triple, P,, ..., 
P, pour points simples est unique (pour une courbe unicursale un 
groupe quelconque est normal); elle est l'image d’une conique y 
située avec y dans un même plan, coupant y aux trois points, simples 
de X, où le plan (y, y‘) est tangent à 2; ces points correspondent 
aux tangentes au point I à y’. Sur la cubique C, les droites P’P”, 
joignant les images d’un même point de A, passent en un point fixe F 
de C, (*); done la droite FIL coupe GC; en.un point IF et l’on voit que 


(1) Pour construire le point F, il suffit de déterminer sur C; le tangentiel x de II et le 


point de base 6 complémentaire des cubiques circonscrites à Pi, Pz, ..., Ps. La droite xb 
coupe C3 au paint F. En effet on peut traduire cela par les égalités baies 
(1) : RUE 20 + Pat Pat + Ps PHP 0, 
ORIEN ne aes rec I+ t= 0, 
CS | c Ppt Po Ps +0 = 0, 
(4). PB GP DE F+r+b=o. 


APE combinaison symbolique (1) ia (6) — Cu )— (3) donne en effet F + PI P’= 0, ce 
qui démontre la a | 


240 BERTRAND GAMBIER. 


I’, passe en II’, de sorte que y et y’ se croisent sur A au point (II, II’) 
de cette droite. 

Chaque point P, est l’image d’une droite A; rencontrant y mais 
non y; chaque droite IEP; est l’image d'une droite A; rencontrant y 
mais non y’; A; et A; se rencontrent hors de A et chacune rencontre A 
en un point unique. Nous avons ainsi, en dehors de la droite double A, 
les 16 seules droites de X. | 


Coniques. — D'abord un système s' par les plans pivotant autour 
de A: l’image est une droite issue de IT, et cette droite, jointe à C, 
forme bien une quartique image de section plane. LAS 

La droite P;P; donne une conique (P;P;) rencontrant A au point 
dont l’image s'obtient en coupant C, par P;P;; la cubique plane 
unique, II double, P, simple (4 #7 ou j), forme avec P;P ; une quar- 
tique image de section plane : c’est l’image d’une conique (P;P;)’ 
coplanaire avec (P;P;), rencontrant A au même point que (P;P;). On 
a ainsi 28 couples de coniques. : 

La conique IIP, P, P,P, jointe à la conique I[P,P,P,P, forme aussi 
une quartique image de section plane : on a ainsi 35 nouveaux | 
couples de coniques coplanaires, les coniques d’un couple percant A 
au même point. En réunissant à ces 28 + 35 couples, le couple y et y’. 
on a les 128 coniques de la surface, non situées dans un même plan 
avec A. On constate aisément que (P,P,) rencontre A,, A,, A;, A;, ..., 
A,, mais non A,, Aj, A;, Ay, ..., À, et l'inverse a lieu pour (P, P,)’. 


Cubiques planes de genre 1. — Les plans pivotant autour des A; 
ou A; donnent 16 systèmes de cubiques planes de genre 1; pour A, 
l’image est une quartique du système æ° ayant P, pour point double; 
pour À, l’image est une cubique du faisceau (II, P2, ..., Ps), points 
bases tous simples. 


Cubiques gauches unicursales. — Une droite issue de P; est l’image 
d’une cubique gauche unicursale, on a ainsi 8 faisceaux de cubiques 
gauches rencontrant toutes À en deux points; une quartique ayant IT 
pour point triple et circonserite à 7 des points P; donne de même une 
cubique gauche rencontrant A en deux points : cela fait 8 nouveaux 
faisceaux. 


Une conique ayant II pour point simple et passant par 3 points P; 


nr ine 
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donne de même une cubique gauche rencontrant A en deux points; 


on a ainsi 56 faisceaux. De même une cubique ayant un point double 
en II et passant en 5 des points P; donne encore une cubique gauche 
rencontrant A en deux points : on a encore 56 faisceaux. Les cubiques 
de ces 128 faisceaux se distinguent les unes des autres par le nombre 
de droites A;, A; qu’elles rencontrent, ou le nombre de sents points 
communs avec une des 128 coniques isolées. 

On obtient ensuite des cubiques gauches isolées : une conique cir- 


conscrite à 5 points P;, soit 56 courbes. Une cubique admettant 


Il simple, 5 P; simples et un autre double : on a ainsi 56 x 3 ou 
168 cubiques. Une quartique admettant II double, P, et P, doubles, 


-P;, P,, P;, P,, P; simples donne encore une cubique gauche; il yen 


a 168 de cette espèce. 


 Quartiques gauches unicursales. — Une droite du plan (x,y), ne 
passant ni en II, ni en un point P;, ni au point F précédemment défini 
sur C,, est l’image d’une quartique gauche unicursale située sur une 
quadrique Q, et une seule, contenant A; le reste de l'intersection de Q 


> et Z est une que qui est y’. En effet chaque sécante triple de la 


quartique rencontre X en un point unique, engendrant cette portion 
complémentaire qui est donc Oe esate es A; perce Q en deux 
points dont l’un est sur A et l’autre en dehors de la quartique gauche : 
la portion tomplémentaire rencontre donc A; en un point unique et 
son image admet P; pour point simple; la conique y perce Q en quatre 
points dont un seul est sur A, aucun des trois autres points n’étant sur 
la quartique : donc l’image étudiée admet IT pour point triple et par 


suite coincide avec T',, image de y’. Chacune des 128 coniques définit 


donc avec A un réseau de quadriques Q donnant chacune une quar- 
tique gauche, sans point double, unicursale : à chacun de ces 
128 réseaux correspond, dans le plan (x, y), un réseau de courbes 
unicursales qu’ il serait facile de caractériser. 

Une droite issue du point F donne sur X une quartique unicursale 
ayant un point double sur A; chacune de ces quartiques définit cette 
fois un faisceau de Dates Q,, et en faisant pivoter la droite 
autour de F on obtient x? quadriques Q,, qui, cette fois, ne forment — 
plus un système linéaire. Une quadrique coupe & suivant une nou- 


Ann. Éc. Norm., (3), XLU. — Aout 1925. 31 


242 | BERTRAND GAMBIER. 


velle courbe gauche d'ordre 4 coupant A; en deux points ety en quatre - 
points, puisque la droite issue de F ne passe ni en P; ni ent II; l’image 

de cette courbe gauche admet donc P; pour point double, II pour point 

quadruple et le degré m est donné par la relation 


in Sa VAR ae m= 7. 


Or les septiques en question ne sont assujetties qu’à 34 conditions — 


_ indépendantes, car les IT et les P; sont quelconques, donc forment un 


faisceau et non un réseau: il n’y a pas contradiction, car la qua- 


drique Q, s’obtiendra en associant une droite issue de F avec une 
septique du faisceau. Une septique du faisceau définit done une biqua- 


dratique gauche, laquelle définit un faisceau de quadriques Q, contenu 


dans le système +? non linéaire étudié ; le fait que le système Q, n’est 
pas linéaire résulte de ce que l’image de la section de Q, par x ne 
contient pas deux paramètres linéairement. 

Les septiques ont un nouveau pointsimple commun qi ilest facile de 


dateeminers l’une d'elles se réduit en effet à la cubique C, jointe aT, ; es 


or chaque septique perce [, en 28 points déjà connus (II et les P,); les 
21 points communs à C, et une septique comprennent II et les 
P; comptant pour 20; le point cherché est donc sur C, et c’est le point 9 
où la tangente à C, en F perce de nouveau C, : en effet, F et © sont les 
deux images d’un point (F, ©) de A et toutes les quartiques gauches 


unicursales & point double see ici passent en (F, o); l'intersec- 
_tion de Q, avec 2 présente en (F, 9) un point double, l’un des ares est 


la quartique unicursale, da est la biquadratique : les images des 
deux courbes passent l’une en F, l’autre en 9(‘). Ilreste à définir (F,®) 
_ sur A: les droites issues de F donnent des quartiques à point double, 


(1) On retrouve cette propriété par des égalilés symboliques que nous emploierons ae 
systématiquement un peu plus loin; on peut, en coupant C; par une eae image 


d'une section plane, par Ja droite issue de F et par la septique, écrire 


- 


(1) oll + Py + Py + sp ately EPs P' = 0. : 
(2) RÉ ee 
(3) | AT ELP + oPy +. .+2Ps+y=o. 


La combinaison sy Re (3) + 2 (a) - —a(1) donne aF PTS ce qui établit la 
. propriété. 
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situé sur A, au point dont les images s’obtiennent en coupant C, 
par la droite issue de F, et ce point double est sommet d’un cone du 
second degré ayant la quartique pour directrice et contenant aussi la 
conique y. Si l’on prend la droite FI, on a une quartique dégénérée 
formée de y et d’une seconde conique dont le plan contient A; le 

sommet du cône est venu se placer au point où A perce y et iz 
sorte que le cone est devenu un ensemble de deux plans: le plan (y, y’), 
Pautre plan étant celui qui contient A et la tangente en y’ en son pied 


sur A; ce dernier plan donne la conique d'image FII et cette conique 


perce A en deux points : l’un (II, II") pied de y ou y’ sur A, l’autre est 
le point (F, ©). On remarquera que toutes les quartiques, circonscrites 


all double et P,,..., Ps, qui passent en l’un des points de contact 


avec C, d’une tangente issue de F, sont tangentes a C, ence point et 
ee un système «7. Parmi elle il y en a oo! qui admettent ce point 
comme nouveau point double. On a ainsi sur A quatre points ot les 
deux plans tangents sont confondus. 

Chacune ey coniques, autres que y’, donne un faisceau ei de 
quartiques gauches unicursales à point double. 


8. On remarquera qu'il suffit d'effectuer dans le plan une transfor- 
mation quadratique birationnelle dont IIP;P; est triangle fondamental 
pour échanger le rôle des 128 coniques de & dans la représentation 
plane. | 
. Clebsch a d’ailleurs signalé que si lon considère A et l’une des 
128 coniques qui rencontrent À en un point, il passe par chaque 


point M de Z une droite et une seule s'appuyant sur la droite A et sur 


la conique ; si l’on prend la trace m de cette droite sur un point fixe, on 
voit que m donne une représentation plane de 3; si l’on raisonne sur y", 
on retrouve précisément la représentation étudiée iei, où chaque 


_ droite A; a pour image un point et ou y aussi a pour image un point. 


Les cas de dégénérescence de ¥ s’obtiennent aisément, en suppo- 
sant que trois points P se eee en ligne droite, ou Six sur une 
conique, etc. 

Je signale un cas PN te dans le plan (a, y), si les 
points Il, P,,.:., P, sont pris quelconques, il n’y a pas de sextique, 
autre que C, comptée deux fois, ayant ces 9 points comme points 
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doubles; mais si l’on a choisi les 9 points de façon qu'ils déterminent 
un faisceau de telles sextiques indécomposables, chacune est l'image 
d’une biquadratique gauche de genre 1; on a ainsi pour chaque biqua- 
dratique un faisceau de quadriques Q, et pour l’ensemble des ©! 
biquadratiques un système oo? non linéaire de quadriques Q, n’exis- 
tant pas dans le cas général, coupant E suivant l’une de ces biquadra- 
tiques particulières et suivant une portion complémentaire qui est de — 
degré 4. Or la biquadratique ne coupe pas A, done A coupe Q, en 
deux points sur la portion complémentaire, qui aainsi deux points 
doubles et se décompose; A; coupe la biquadratique en deux points, 
donc A; ne coupe plus la partie complémentaire; la conique y coupe 
la biquadratique en deux points, Q, en quatre points, done la partie 
complémentaire en deux points : la partie complémentaire se compose 
donc de deux coniques de ZX; le plan de chacune contient A; les droites 
images s’obtiennent ainsi: de II on mène une droite Mug arbitraire 
coupant C, en w,¢; les droites Fu, Fy coupent C, en x’ et o’ respec- 
tivement, et les trois points II, uw’, 9 sont en ligne droite; les deux 
droites Tuy, Ilu’s’ se correspondent involutivement; leur ensemble 
contient un paramétre au premier degré; en réunissant un de ces 
couples avec une sextique aux g points doubles, on a précisément 
les «0? quadriques Q,. La vérification se fait aisément au moyen des 
égalités symboliques sur C, 


(1) 2+ 2P,+2P,+...+2P,=0 
avec 
(2) I+ P, +P, +...P,40, 


qui expriment que l’on a sur C, l'intersection complète avec une 
courbe algébrique. Une quartique image d’une section plane de Y 
donne 

(3) a Po el PIB" 

et la combinaison 2(3)—(1) donne 

HN) 21 + 2P'+92P"— 0, 

On doit supposer 

(5) | + P+ P’ 0, 


a 
> 
* 
” 
~e 
> 
5 
= 
” 


> 
\ 


~ 
* 


x 


1 
4 
f 


wn Cee ae ee 


ee ee 


ay te are a eee 


Li 


‘e rea " Lis si ae Eh see à 
> A 


ni \ 


a 


SYSTÈMES LINEAIRES DE COURBES ALGEBRIQUES. 2/5 


sinon l'égalité (3) entrainerait, au lieu de I’ inégalité (2 a une » égalité. 
La SE 


(6) i PEP! 4 Pio 

montre donc que Fet Il sont distincts; la combinaison Se) + (1) —(3) 
donne 

(7) ETS Sd En den +P,=0, 

ce qui prouve que F est le neuvième point de base des cubiques du 


faisceau (P,, P,, ..., P,). Nous avons défini le pointe comme tangen- 
tiel de F par | 


(8). 2F + 9 —o. 
ae la combinaison 1 (4) + (8) — 2(6) donne 
(9). : |  2Il+o=0, 


qui montre que le point II est l’un des autres points de contact des 
tangentes issues de 9 à C, : c’est la propriété caractéristique signalée 
par ye La droite Hue étant tracée, nous construisons les 


droites Fuu', Foe’, d’où les égalités 


ÉroY: “T+u+v=o, . 
(11) Er F+u+u—o, 
CR Sea SE : F+p+e=o. . 


Par combinaison (11) + (12) + (9) — (8) —(10) donne 
TEST ARE PRE Hu +0'=0, | 
ce qui prouve bien que les points Tu, 9” sont en ligne droite. 

JuGet exemple de groupe (ER , P,, P,, P,,) définissant un 
réseau, au lieu d’un faisceau de quartiques, suggère une méthode inté- 
ressante pour rendre l’une des équations surabondantes ; ily a à écrire 


d’abord que la quartique contient P,, ..., P,, comme points simples; 
écrivons ensuite les conditions, au nombre de 3, pour le point SE IT 
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de la facon suivante : opérons comme si II était simple, avec une tan- 
gente donnée, cela fait 2 conditions à ajouter aux 10 précédentes, et 
supposons que ces 12 équations aient la surabondance 1, quand ona 
choisi convenablement les points P,, ..., P,,, II et la tangente en; a 
quand on transporte l’origine en II et que l’on prend la tangente en To 4 
comme axe des y, il ya une nouvelle équation unique a écrire pour que IT L 
soit double: c'est d'annuler le terme en y et alors il est bien clair que 
les 13 équations ont bien été écrites et se sont réduites à 12. Or la dis- 
position cherchée résulte du travail précédent : il suffit de prendre les 
points communs à une C, et une C, qui se touchent en un point es 
II est le point de contact et P,,..., P,, les autres points communs. — x 
Dans beaucoup de cas cette méthode réussit; si elle ne donne pas = 
toujours des conditions nécessaires, elle donne en tout cas des condi- ae 
tions suffisantes. — | SE 


10. Le groupe de Sato dant I pour le degré 4 forme par II, 450 
P,, ..., P,, donne, par des transformations quadratiques biration- Né 
nelles, des groupes de surabondance 1, relatifs toujours au geare 5% 
mais à un degré différent. ee 

PPS, FR ie tantumedtal, on aura des quintiquesa4points = 
doubles II, P,, P., P, et 7 points simples P,, P;, -.-,P,o. En conti: ke 
nuant avec I[P,P,;, on a des sextiques admettant II triple, P,, P,, Ps, ‘ae 
PsP dotnlese PSE Ps Pia Pit simples; puis avec IIP,P,, ona | a 
_des septiques ayant II quadruple, P,, P,, ..., P, doubles, P,, Pee * 4 
ee, avec le triangle IIP,P,, des RATE ayant Il quintuple, 
P,,..., P, doubles et P,, simple; enfin avec le triangle P, P,P one 
dés us de degré 11 ayant I, P,, Py quintuples, P,, quadruple 
Bi Pas Bis groan ey doubles, Dans tous ces exemples,. sauf le dernier, ; 
tous les points multiples peuvent être pris arbitrairement ; l'ensemble = 
des 11 points est toujours sur une cubique C, : le théorème d’Abel, ee 
ou, si l’on préfère, les équations symboliques aah ites plus haut, 
donnent sur C, la disposition nécessaire et suffisante de l'ensemble 
des 11 points. Hi 


Ll; Étude du degré m=5, — Le cas m= 4 a été étudié complète É 
ment; avant de continuer, rats que le cas m? intersections — 
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(écartant les cas d’impossibilité ou d’une seule C,, ou de courbes 
toutes décomposées) conduit à un faisceau; que le cas de m? -- 1 
intersections relatives à un groupe complet ne peut donner qu'un 
réseau de courbes unicursales : en effet, si le groupe n’est pas complet, 
onaune»"" intersection, donc un faisceau; si le groupe est complet, 
il ne peut correspondre & un faisceau, on a donc un réseau et chaque 
point se trouve sur chaque courbe, individuellement, déterminé par 


Gy = 0, ay. == poe = 2 


done toutes les courbes du satus sont unicursales; un tel réseau est 
toujours réductible par des transformations quadratiques biration- 
nelles à un réseau de droites. 

Cela posé, m—5, p —=ooup—= 1 ne sont pas à étudier; ie Cas == 
donne soit quatre points doubles distincts, soit un point triple et un 
point double; le premier cas se ramène par une transformation qua- 
dratique birationnelle aux quartiques à un seul point double, cas déjà 
étudié; le second, en adjoignant à IL, triple, I, double un, point P, 
simple se réduit encore au degré 4 par la transformation quadratique 
birationnelle de triangle RENE Hs Ps 

Lércas m5, p= 3 donne soit trois points doubles, soit un point 
triple; le premier cas, par une transformation quadratique, se ramène 
au degré 4, sans point double, et alors il suffit de se reporter au 
Mémoire précédent; le cas du point triple donne 


“À 


op—2=4=ft+v+56, iG; frv=4. 


Les adjointes sont formées par un faisceau de deux droites issues du 
point triple, donc on peut avoir f=o ou f=2, à condition, dans ce 
dernier cas, que les deux points fixes soient alignés avec le point 
triple. J'écris donc © | 


mas pao II triple 
F : M: P 7 s 
~ conique 0 o 4 12 2 I 
2 I 2% 14 I a 
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L’astérisque est employé pour rappeler la position particulière des 
deux points fixes. | 

A la première ligne j’emploie l'artifice déjà signalé : dans le’ fais- 
ceau de quintiques (II triple, P et V simples) je prends celle qui passe 
en un point de la droite ITV, V, : elle se décompose en cette droite et 
une quartique C, ayant II double, contenant les 12 points P plus V; 
et V,; on trouve de même une quartique C, ayant II double, conte- 
nant les 12 points P plus V, et V, ; on obtient done plus simplement 
le total (II, P) en prenant deux quartiques ayant un point double 
commun. Ce point double étant à l’origne, on s’apercoit aussitôt que 
l'équation générale de C, est 


LA 


(1) CG = C(uz + vy) + C,(u'x + v'y), 


- de sorte que toute quintique contenant un nouveau point P’ contient 
encore le point P” aligné avec II et P’ défini par les deux égalités 


(1) v=), 


P’ et P’ se correspondent birationnellement dans le plan; deux quin- 
tiques du système (1) se coupent donc en 4 points deux à deux ali- 
gnés avec IT; on a encore une représentation impropre de quadrique. 
On remarquera, comme dans le précédent Mémoire, les groupes anor- 
maux complets : 

Il Petri 

II Prises Daas Ve 

DE Pes iss Pease NN 


contenus les uns dans les autres, de surabondance respective 1, 2, 3. 

L’artifice déjà employé montre encore que, pour la seconde ligne 
du tableau, les 14 points P sont une quartique unique ayant IT pour 
point double : il suffit done d'associer une quintique et une quartique 
ayant un point multiple If commun, d'ordre 3, sur la première et 
d'ordre 2 sur la seconde; si même on fait passer la C, par deux 
points V,, V, de C, alignés avec II, on retrouve une disposition parti- 
culière étudiée à propos de la première ligne du tableau. 


\ 


waa fs he on 


LOL ts sh La Ponte Oe 
a bis dhe oad ee we 
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12. Le casm=5, p=4 donne le tableau 


M0 p=4 | IL, IL, doubles 


F Ci V iP r $ 
conique 0 0 6 II 3 I 
I oo. 12 2 I 
2 0 4 13 ie I 
3% I 3 14 I 2 


Pour la première ligne, l’artifice déjà signalé prouve que les 
11 points P sont sur une cubique dont IT, et IT, sont points simples. 
Pour la seconde ligne, si F n’est pas en ligne droite avec II, IE, le 
degré le plus faible a une courbe admettant P,,P,, ..., P,, pour points 
ue et Il,, IL, pour points doubles est 5; si F est le point où II, IL, 
perce de nouveau C,, il y a une quartique tr en les points 
en question avec la multiplicité indiquée; la première extension du 
théorème du reste démontre la réciproque, à savoir que deux courbes 
C;etC,, ayant deux points doubles communs, IL, II, se coupent encore 


ent 2 points P formant avec II, et II, un groupe surabondant del’espéce 


indiquée; on voit aisément qu’on peut encore simplifier la construction 
en prenant une quartique arbitraire C, ayant deux points doubles 
II,, I, puis la coupant par une quartique arbitraire, sans point double, 
passant exal;set LL 

Pour la seconde ligne remarquons encore, en supposant F non en 


_ ligne droite avec IIT, II,, que le choix de telle conique circonscrite à F, 


Il,, IL, plutôt que telle autre, est indifférent; prenons donc la 
droite IL, F, coupant C, en F’ et F”, et une droite arbitraire II, V, V, V, ; . 
Norte déjtoutihseé sure taiscean (IR; 11), P...,P,2, V,, V.,V,. 
F’, F’) permet, en prenant un point de la droite IL, V, V, V,, de mon- 
trer qu'il y a une quartique C, et une seule, MC II, double, 
II, simple, contenant P,, P,,...;P,, (et même F’, F”), De même en 
échangeant les rôles de II, et D, il y a une quartique et une seule C, 
contenant II, simple, II, double, et P;. Py. >.-. Pz simples, mais alors 
C, et C, déterminent un | faisceau de quartiques ayant toutes, sauf 
deux, be 14 points P,, P,,..., P,,, IL, If, comme points simples, et 


tangentes entre elles en II, eten IL. Il ya à rapprocher cette remarque 
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de celle faite au paragraphe 9 : nous aurions pu chercher simple- — 
ment des quintiques ayant 16 points communs, simples sur elles, 


formant un groupe de surabondance 1, avec la particularité que 
2 points du groupe soient confondus en II, et 2 points encore en II,; 


on retrouve les points bases d’un faisceau de quartique (mème 
remarque pour la première ligne (prendre une cubique et une quin- — 


tique qui lui soit tangente en deux points). Cela posé, on remarquera 
que le système w° de quintiques 


(1) G.Lu(@ — 21) +0(y —y2)] + Gaz —21) + oy — ys) =O, 


où æ,, y, sont les coordonnées de II,, x,, y, celles de If,, fournit des 


courbes coupant toutes C, en deux points alignés avec II, : la donnée 
de l’un, F’, entraine la connaissance de F’. Par suite nous avons la 


représentation plane d’une surface & de degré 5, admettant deux à; 
_ droites doubles A,, A, distinctes, d’image C, ou C’. Clebsch a étudié 


cette surface au Mémoire déjà cité, et il est facile de voir que récipro- 
quement toute surface X, de degré 5, ayant deux droites doubles dis- 


tinctes A,, A, non sécantes, est unicursale et susceptible de la repré- — 
sentation indiquée ici. En effet, par chaque point M de =, passe une” 
droite et une seule s’appuyant sur les deux droites doubles : la trace 


de cette droite sur un plan fixe donne une représentation unicursale 
de la surface. Pour le reste je renvoie au Mémoire de Clebsch. 


Enfin le cas m = 5, p = 5 donne le tableau que je donne sans expli- 
cation : be 


REINE) II double 
F Var P + RS PEER 
droite o 3 18 1 3 
conique 0 VE lr Rea 4 te 
1 0 7 14 3 I 
2 0 6 1d 2 or 
8 0 5 To. I I 
ott COS AE T NE 
at I A 17 I 2 


L’astérisque de la dernière ligne sert à prévenir que, sur les 4 points F, 


trois sont alignés avec IT : remarque semblable pour l’avant-dernière. 


> SP 


bus 


LL. es Cab 4 SL ae hd 
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13. Il est intéressant de comparer ce tableau, ou les précédents, au 
tableau m = 5, p = 6 déjà donné dans le précédent Mémoire et que je 
recopie ici : 


nea} p=6 


EF C) NG s 
Pdroite +- "0 0 5: 20 2 3 ‘ 
I 0 4 21 I 3 
conique o oO 10 19: 5 I 
1 0 9 16 4 I 
2 0 8 15 3 I 
3 0 pee hes 2 I 
4 0 6 19 ‘1 1 


On voit qu’il suffit dans ce tableau de supposer deux points P con- 
fondus pour avoir un groupe du tableau »m — 5, p=5 où les deux 
points confondus sont remplacés par un point double II, de sorte que 
le nombre inscrit dans la colonne P est diminué de deux unités, le 
nombre r d’une unité; les valeurs r = 1 du dernier tableau ne sont 


done pas utilisées, puisqu'elles conduiraient au cas, pour l’avant- 


dernier tableau, d’un faisceau. C’est l'application de la remarque faite 
au paragraphe 9, puis au paragraphe 12, sur la possibilité de rem- 
placer un point double par un contact simple. Le tableaum=5, p=4 
dérive aussi, en partie, du tableau m = 5, p =6 par réunion de deux 
points comme à l'instant, puis encore de deux autres.’ Mais nous 
voyons que le procédé échoue pour les deux dernières lignes du 
tableau m= 5, p=5 ou pour la dernière du tableau m = 5, p — 4 : 
cela tient à ce que, pour le groupe II, P,, ..., P,; de la dernière ligne, 
si l’on imagine le système w° de quintiques circonscrites aux points 
simples P,, P,, ..., P,,, celles d’entre elles, formant un système «?, 
qui passent par le point II l’admettent toujours pour point double; on 
ne peut donc passer par l'intermédiaire de quintiques admettant IL 
pour point simple avec même peus en ce point. Mais alors l’avant- 
dernière ligne du tableau m= 5, p= 5 permet de passer à la dernière 
ligne du tableau # = 5, p= 4. 


14. Remarques générales. — J'indique quelques remarques géné- 
rales, analogues à celles du précédent Mémoire. Je A expose sur des 


exemples particuliers. 
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L < A a bl 
Ainsi pour m= 6, p=9, Il double, en nous bornant à Varticle 


cubique, ona 


m—=6. ook Hi double 
F a V P 7 s 
cubique  o 0 16 16 8 I 
I 0 
2 0 14 18 6 I 


La ligne F = 1 n’est pas remplie, non qu'il soit incorrect de la remplir, 
mais parce que c'est inutile: toute sextique C; contenant déjà 17 points 
communs à la cubique adjointe y, et a C, (If comptant pour 2 et 
15 points V simples) contient, sans exception, le’ dix-huitième, a 
savoir F; or il est bien clair que si l'on prend le groupe II, P,, ..., Py, 
de la première ligne, puisqu'il définit un système linéaire «° de 
sexliques (surabondance 1), en adjoignant successivement I, 2,..., 7 
points arbilraires, on aura toujours des groupes complets de sura- 
bondance 1, à structure dissymétrique, définissant des systèmes res- 
pectivement o%, o’,..., ©? qu'il est inutile, au fond, d’expliciter. La 
ligne F =1 non remplie livre nécessairement un tel groupe (sys- 
téme of); pour les lignesF = 2, 3,...,7 on doit éviter de faire passer 
la sextique C; par la totalité ou une partie des F, afin d’éviter cette 
structure dissymétrique, facultative de F = 2 à F = 7, mais obliga- 
toire pour F=1. | 

Cette remarque, à partir de m=6, concerne le début de chaque 
article d, 423, tant que le nombre F est inférieur ou égal au genre p 


de l’adjointe y, employée (si C,, n’a que des points doubles, 


Mes 


2 


P 


La règle à observer est la suivante; si F est inférieur ou égal à p’, 
on doit ne conserver que les lignes suivantes : on se reporte au tableau 
analogue pour le degré d et où chaque II a sa multiplité diminuée 
d’une unité; on y relève dans la colonne V tous les nombres V, tels 
que 

SV <p'. 


ry 


Y 


ad: ET OR Ne es à 
LA À À 


P- 
.. 
a 
4 
+ 
= 
3 
ë ; 
#2 
= 
3 
= 
a 
4 
à 
na 
¥ 7 
= 
£ 
1 
2 
; 
— 
4 
F 
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Par chaque groupe V ainsi obtenu sur une courbe C, on fait passer une 
courbe C,,, et sur cette courbe C,, on fait jouer au groupe en jeu le 
rôle F et aC, le rôle dey,; appelons sur cette courbe Cy ou y, 9 et F 
les groupes qui, au tableau T pour le degré d s’appelaient F et V, et 
soit à le degré de la courbe employée pour découper sur y, ces 
groupes F et V. On peut figurer sur C, ou y, le diagramme 


| rat CRETE 
7 Cin, 


Bike CSN 


légitime en vertu de l’extension du théorème du reste, et qui prouve 
bien que les courbes C,, issues de V et des points IT n’ont plus de 


raison de contenir automatiquement le groupe F. 
A ce même point de vue, dans le tableau T relatif à m, la fin de 


_ l’article d pour d23 exige que l’on ait fait le recensement de tous les 
groupes anormaux, complets ou incomplets pour le degré d et vérifié 


quelle est leur surabondance pour le degré m. Ainsi pour m= 10, 
p= 35, Il double, ona : 


MO D=90 Il double 


FRS RE M PA NS PRE 
septique  45* 12 23 73 I 13 


HONNTS 
EE nhl 21 Li 1 15 


On sait que toute courbe de degré 10, contenant 46 points bases 
d'un faisceau de septiques, contient automatiquement les 3 autres, 
s'ils ne sont pas en ligne droite : il faudra donc, pour que la ligne 45* 
soit correcte, partir de deux septiques issues de 3 points ¢,, ®., ©, en 
ligne droite, se coupant aux points complémentaires F,, F,,..., F,;, 11; 
par ces 46 derniers points passent w°° courbes de degré 10 ied admet- 
tant comme points simples, ne contenant pas 9,, D, 93 : il existe dans 


ce système «o'* courbes où II est double; on prendra C,, parmi elles. 


Remplir la ligne 46 est incorrect, et conduirait à un groupe anormal 
incomplet; pour la ligne 47* l’astérisque sert simplement à rappeler 


i 


en, et une droite arbitraire; par les 12 points Vdelaseconde ligne == 


ame 

; | | 3 
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qu'on est parti de deux courbes C;, C; tangentes entre elles en IT et aaa. 

se coupant encore en F,, Fy, ..., F;:. : iy 

15. Si nous lisons le tableau 

te A) ph II double | NL ae RS 

F Gg V PR PO se? ae 

cubique ET 12. SO I 3 É + va 

quartique 14 CP D 85 uh Deo Pr {San 

nous constatons que les deux groupes P correspondants ne pourraient DL 


coincider que si les 12 points V-étaient à la fois sur une cubique et une 
quartique, adjointes, donc ayant encore en commun le point I; il ee 
faudrait que la quartique se décompose et contienne une droite non 
issue de II; or nous pouvons admettre des courbes y, issues d’un 
groupe F, obligatoirement décomposées, pourvu que le morceau de 
décomposition fixe passe par les points multiples ou une portion des 
points multiples; la condition n’est pas remplie ici. Par IT et les 
12 points V de la première ligne passent : ? quartiques, décomposées 


el 
me Cie ted ad 


et II passent encore 0? quartiques, mais aucune ne se réduit à une 
cubique. Il y a donc bien difference essentielle entre les deux groupes Pr 
bien qu’ils aient même QU EURE 

Si on lit au contraire ms | ne 


me "7 = ré II double | 


an 


F THATS P r Re 
cubique 8 ! TE M I 4 ; ER 
‘quartique 15 3 IL 34 I 


= 


ily a coincidence, car toute septique circonscrite à By Rares EF et II, | 
bases d’ un faisceau de cubiques (CC); son équation de la forme ee: 
CT, + CT, =o et admet II pour point double si I, et I’, passent au 
point Il; mais alors l'intersection de C, avec Cy se compose des 

points ee = C, = 0 et des points G = ve =0 qui forment le groupe V; | 


74 
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en première ligne on a donc pris l’adjointe C,, en seconde l’adjointe L°. 


Je réédite donc la remarque faite au précédent Mémoire, en sous- 
entendant que le groupe II sera associé d’une part au groupe F (mul- 
tiplicité de chaque point II abaissée d’une Mute). de Vautre au 
groupe P : | 


Tout Braupe P provenant d’un groupe F normal pour le degré d ne 
figure qu’une fois au tableau T. 

Tout proupe P figurant plusieurs fois dans le ables T au degré d, 
d-+d',... correspond pour chacun de ces degrés à un groupe F, F’, 
anormal pour ce degré respectif. 

Tout groupe P provenant d'un groupe F. anormal pour le degré d 
figure au moins une seconde fois dans le tableau T à moins que d = m — 3. 

La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes de degré 
d+-1,d + 2,...,m — 3 contenant un groupe V aient toutes une PACE 
commune est que le groupe F soit normal, pour le degré d. 


16. Difficult speciale aux groupes contenant des points multiples. 
Nous avons signalé au paragraphe 4 les deux difficultés suivantes : 
a. Peut-on marquer dans le plan vierge les points multiples 11? 

. b. Le total V (simples), Il (multiples) définit-1l une courbe C,, distincte 


ee Cy», ne contenant pas tous les F? 


Nous avons indiqué au paragraphe 14 comment se lève, partiel- 
lement tout au moins, cette dernière difficulté si le nombre des 
points F est inférieur ou égal au genre de l’adjointe, mais la règle 
nécessite précisément la construction effective des tableaux pour les 
degrés égaux ou inférieurs à m — 3. Nous avons vu aussi qu'on est 
amené à résoudre le problème suivant : étant donné des points avec 
un certain ordre de multiplicité, ayant une urabondance s pour le 
degré d; dire quelle est leur surabondance pour les degrés d+1, 
d+2,..., en forçant d’une unité la multiplicité de chacun d’eux: 

Quand le décompte des conditions donne un nombre au plus égal à 

m(m +3) | 


— 1, 
2 


que ce nombre doive ou non s’abaisser, les difficultés signalées 
ù : ; : \ J 
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n'existent pas. Mais quand le décompte donne un nombre supérieur 
ou égal à Res, on retombe sur un problème de surabondance : 
outre le procédé indiqué à l'instant, d’après le paragraphe 14, on peut 
continuer à titre d'essai la construction du tableau, pour trouver des 
conditions nécessaires. Cette difficulté spéciale se présente, à partir 
de m = 7, pour des valeurs du genre suffisamment faible : elle tient, 
au fond, à ce que les points multiples ne peuvent être choisis arbitrai- 
rement quand les points simples du groupe complet sont en nombre 
trop petit (nul ou non) relativement à la surabondance du groupe 
complet. 

Supposons, par exemple, que la courbe C,,, de genre p, n’ait que 
des points doubles et que l’on commence l’article y, en prenant 
d=m—3—0,f— 0; ceci suppose en particulier ¢ = 2p —2— mÔZo; 
on constate alors que C,, et C,, ont avec y, la disposition voulue pour 
pouvoir écrire l’identité 


CaS Ya Ca AC», 


où À est une constante; donc les points doubles sont simples à la fois 
a me nm . 
sur y, et sur C,,_4: si donc d > >? on am — d< = et la construction 


du groupe P n’ést possible que si les points II sont sur une courbe de 
degré m — d; cette condition est de plus suffisante et le groupe P 
s'obtient alors en coupant C,, par une courbe C,,_4 quelconque issue 
des points IL. C’est ce qui arrive pour le tableau 


LEE, ps5 IL,...11,, doubles 


(oy V Je rs 43 


quartique OR 8 I 4 I 


l’astérisque sert à rappeler que les 10 points doubles II doivent être 
sur une cubique (qui est d’ailleurs unique). 

Si la multiplicité de l’un des points II est au moins égale à 3, ¢e. 
raisonnement échoue, pour f=o, à l’article y. On opère alors 
suivant la méthode employée plusieurs fois déjà : si €, existe, le 
total II, V, P détermine un faisceau de courbes de degré m, coupant. 
une adjointe quelconque de C,, en 2p — 2 — m0 points, c’est à-dire 


ee he 


‘1 
oa 


4 


a Sere ar” a is à 
> , \ v Li . 


a) 
i by 


rrr) PEUVENT. 


Pa TO a Pee E, 
h LES AR + 
\ NY: \ 


x 
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seulement : aux points V (en dehors des It); la courbe de ce faisceau 
passant en un point A de Ya doit done avoir avec Ya une partie com- 


mune qui est soit y,, si yz est indécomposable, soit une portion de Yq 


si yz est décomposable. Dans le premier cas, nous retrouvons la 
construction des points P au moyen d’une courbe Ca admettant 
chaque II comme point simple; dans le second, si Ya admet des 
morceaux de décomposition ya, Yw, ... en Pau venir le point A 
successivement sur Yq’, Ya’, -.., On voit que les P seront communs à 
des courbes Cv, Chu"; «+. admettant chaque point IT avec une 
multiplicité facile à obtenir; d’ailleurs la courbe y, circonscrite aux IL 
peut, sans changer P, être remplacée par une autre; il y aura donc lieu 
de trouver toutes celles qui sont décomposables. Ce procédé a été: 
employé plus haut, au paragraphe 11, pour »m = 5, p —3. 


17. Continuons l’étude de conditions nécessaires dans le cas de cette 
difficulté. Nous supposons maintenant le nombre f des points F non 
nul, mais au plus égal à p’, p’ étant le genre de l’adjointe yz; sur ya 
les courbes de degré m du faisceau (II, V, P), supposé existant, 
découpent une série linéaire g; et par hypothèse f — 1 Sp’ —1, de sorte 
que, d’après Riemann-Roch, les points F sont sur une adjointe (ou 
plusieurs) de y, (c’est le résultat indiqué au paragraphe 14 pour que 


_C,, ne contienne aucun des points F); soit yz; l’adjointe de y, en 


A 


question; ona sur C,, le diagramme 


F. Yao — o) V 
Ya—s—Mw = 1) Cnior= +1) 
D Cine —3— (PR = = 0) ; P 


La courbe yg—s— As chaque point IT à la multiplicité z — 2 et le 
théorème du reste, tel que je l’ai étendu, assure les indications du 


diagramme : on voit que, si À n'est pas nul, la courbe C,, admet, parmi 


ses ‘allidinies d’excés nul et de degré m—3, une particulière us 
degre m—3 — À seulement. hig | | 

Oa peut approfondir encore : supposons que les II soient tous 
doubles et que les ® forment l'intersection complète de C4; et 
Vas : : autrement dit, si y est le nombre des points Po on aura. 


f+o=m(d~3—)), 


ey i BS (ies ide 38), 


Ann. Ee. Norm., (3), XLH. — SEPTEMBRE 1925 Tes es 33 
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d’où résulte Er 
(2) fats Gao 


La théorie de la résiduation prouve alors que le groupe P, II forme 
l'intersection de C,, , ; avec une courbe nouvelle C,, 4,543 qui admis | 


chaque IT comme point simple; cela résulte de I’ identité 
(3) : | On = /d-3— Cm ASE CAES 


et comme chaque II compte pour 2 dans l'intersection dé C328 
avecC,,, on voit que C,, , et CG, 4,41 sont tangentes en chaque point IL. 


On remarquera que si 123, y, admet un point II avec la multipli- 


cité i — 2, et C, , , avec la multiplicité : — 1, de sorte que l’on ne 
peut garantir l'identité (3) et la conclusion échoue. Si chaque z est 
égal à 2, on a ainsi obtenu une propriété intéressante du groupe (P, II): 


les points IL sont points de contact de deux courbes de degré m etm — 3 


au plus, et les P sont le reste de Lv intersection, , 


Le diagramme que nous étudions suppose, si tous les II sont 


doubles, 
@S(m—3—2)(d- Ee ey f28-+1)(d—3 EVE 


Nous venons done : élucider : cas où f a sa “valeur minimum; le 


genre p’ de Ya est ! ste 


diagramme suppose f<p’; supposons que / ne soit pas égal ap’, d’où 


(4) PUS ERG S = Neh eee 


he - 


Le théoréme de Riemann-Roch nous apprend qu’il y a au moins deux 
courbes Ya, issues du groupe F; supposons qu'il y ait même deux 


), quand tous les II sont doubles; le 


courbes Y, ; ;, au moins, issues de F. Si laissant les groupes F, V, 


P fixes dans le diagramme on fait varier la courbe y, ,, et®,onaun 


système linéaire de courbes C, ; ; issues du groupe (P, II) et toutes 


ces courbes sont tangentes entre elles. aux points II. On a en effet une. 


identité 


(5) Ya-3-), Cy = Cn Ya- 3-1 + YaCm—s—y 


d’aprés le raisonnement qui a servi a étendre le théorème du reste; 


> dl F< * 
AR oe ae ye Agee: sure, 


Se 
x 


TPE 
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en. mettant l’origine en l’un des points II, on en conclut 
(6) H(A"z?+2B'xy+C'y)=u'(Aa+ 2Bxzy+Cy?)+(ax+By)(vxr+py) 


où la variation de y, , ; n’affecte que les termes constants y, w’ et 
éventuellement y, 2; or ceci prouve que les rayons «æ +By =o 
(tangente à y,) et vw + py =o(tangente à C, , ;) sont conjugués 
dans l’involution déterminée par A’a? + 2B'xy + C' y? =o (tangentes 
à C,,) et Aw’ + 2Bay + Cy? =o (tangentes à C,,) : donc le rayon 
ve + oy =0 est fixe, et cela prouve la propriété. Cela fait déjà une 
propriété intéressante des points II: ils font partie, comme points 
simples de contact, des points-bases d’un système linéaire de courbes 
C,, 3.» dont les points P sont les points-bases complémentaires où il n'y a 
plus contact, ce système II, P peut d’ailleurs être complet ou non pour 


_le degré m — 3 — 2 (nous verrons plus loin un exemple où le groupe 


est effectivement incomplet). D'autre part, deux courbes C,,_, 5 et 
Ch du système se coupent encore suivant un groupe p,, Pos .. i qui 
jouit d’une propriété importante, à savoir d'être sur une courbe de degré 
d—2(3+ À). Tracons en effet sur la courbe C,,_,., le diagramme 
suivant, démontrant la propriété : 


| | © C,, PI 
(7) E : ; Veoh ’ Ci ek 
; ; PL | d' Ca-213#0 Pis Pose 


. On est doné ramené à étudier des contacts : il est commode d'utiliser 
des égalités symboliques, telles que celles utilisées au paragraphe 8, 


pour exprimer que certains points forment l'intersection complète 


d'une courbe donnée C avec une courbe algébrique; la théorie de la 


 résiduation permet d'ajouter plusieurs égalités symboliques de cette 


espèce, de multiplier (mais non diviser) une telle égalité par un entier 


positif, de supprimer dans une égalité symbolique une somme 


partielle nulle. D'ailleurs si l’on emploie le théorème d’Abel, on voit 
que chaque égalité symbolique de cette espèce équivaut en réalité à 
p égalités entre les intégrales de première espèce prises à partir d’une 
origine donnée sur C jusqu’à une limite supérieure coincidant succes- 
sivement avec chaque point d’intersection; on peut d’ailleurs, comme 
je l'ai montré au Chapitre I à propos des surfaces de Sophus Lie, faire 
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intervenir le genre apparent au lieu du genre effectif, et certaines 
intégrales de seconde ou troisième espèce. Mais nous n’aurons pas 
besoin de cette traduction analytique. 

Les considérations qui précèdent n’épuisent pas toute la question 
mais permettent de donner de nombreux exemples et aussi d'étudier 
la disposition de points multiples donnant une seule C,,. Au para- 
graphe 27 nous retrouverons ces propositions. 


18. Exemples où les points singuliers sont remplacés par des contacts : 
cas d'une courbe unique ou d’un faisceau. — Halphen a posé et résolu 
le problème : déterminer une sextique admettant neuf points doubles, ne 
se réduisant pas à une cubique comptée deux fois (OEuvres complètes, 
t. 2, p. 547-557). 

Jindique comment les considérations employées ici résolvent la 
question et d’autres semblables : la sextique, sz elle est indécomposable, 
est de genre 1, donc il y a une seule cubique circonscrite à II,,:.., Ty. 

Si les IT sont pris au hasard, on a 27 équations de condition pour 
27 coefficients non homogènes, done une seule solution impropre, 
C;= 0, C, étant la cubique (unique) circonscrite aux II. 

‘Si les II sont bases d’un faisceau de cubiques (C3, C,), l'équa- 
tion C;-+ AC, C,+ pC; =o donne un réseau de sextiques formées de 
deux cubiques du faisceau. 

Si les sextiques sont effectivement indécomposables, les principes 
établis ici prouvent que la surabondance du groupe IT sera exacte- 
ment 1, puisque le genre est 1; C, étant l’une des solutions, l'équation 
générale sera C, + AG; =o. D'autre part, l'équation 


(1) . C,T;-+- Gos Ss 
où T, est une cubique arbitraire, donne un ghee linéaire w!° de 
sextiques I, toutes tangentes à C, en Il,,..., Il, points simples sur 


elles (sauf sur C, où ils sont devenus tous doubles). Réciproquement, 


si Cs et T, sont une cubique et une sextique tangentes en 9 points, 
l'équation 


(3) AT, —C,l,=0 


oe . es . . . . 5 . 
est l'équation générale des sextiques circonscrites à C, aux 9 points 
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et l’on peut profiter des 11 paramètres homogènes de (2) pour rendre . 
chaque point IT successivement double, ce qui donne exactement 
9 équations : la solution contient au moins deux paramètres homogènes, 
et, d’après les principes établis plus haut, exactement deux. 

On est donc ramené à trouver uneC, etuneT, tangentes en 9 points: 
sur C, on a l'égalité symbolique 


(3) 2(IL + IL, +...+1,)=o0 

avec l'inégalité 

(4) + +...+ 0,40. 

Donc par l’ensemble des II on ne peut, en dehors de Cs, mener que 
_des courbes de degré 4 au moins : l’une d’elles, C:, donne 

(5) Hy + Hh, +-. 2 H+ aj + 7. + t= 0, 

où les trois points + ne sont pas en ligne droite. La combinaison 
symbolique 2(5) — (3) donne 

(6) : ORNE =< 6, Ti + Te + 134 0 

et réciproquement (5) et (6) entrainent (3): 

L'égalité (6) exprime qu'il suffit de tracer une conique C, tritan- 
gente a C, et par les trois points de contact de mener une quartique; 
or, au lieu d’opérer sur une C, donnée, au fond, nous opérons sur un 
plan vierge : donnons-nous donc C, et nous prendrons trois points 


arbitraires sur C,; C, sera ensuite une cubique circonscrite à C, en 
ces 3 points. On peut d’ailleurs remarquer encore que si Il’ est le 


neuvième point de base du faisceau de cubiques déterminées par Ie 
IL,,...,Il,, on aura en coupant C, par la tangente en je un point 7’ 
avec 


(7) | Ra +R += 0 
(8) | | en 


la combinaison (3) + (8) — 2(7) donne 
(9) _ w+ all,=o, 


ce qui permet, sur une cubique C, donnée, connaissant Il,, IL, ..., Is 


+ eee 4 
, ee 


(1) 
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d'obtenir II’ et x! qui ont une silo: delermenation) puis, Il, qui en 
a (rots. 


Il est intéressant de remarquer que le système «* de sextiques 
admettant IL,, IL, ..., Il, comme points doubles donne une repré-. 
sentation unicursale 1 RAD d’un cône du second degré. En effet on 


peut prendre comme sextiques de base C;,-C,C;, C, et une sextique 
non dégénérée Cy, d’où les équations | 


X Y LS igh 


ne a ent ne: 


donnant une représentation impropre du cône Y?- XZ = o; les sex- 


tiques du système +° donnent les sections planes; une cubique du fais- 
ceau (C,, C,) donne une génératrice du cône. Le point II’(C, = C,= 0) 
est l’image, unique, du sommet; chaque point autre que II’, soit 
P'(x’, y’), a un homologue (æ”, y”) défini par les équations ns 


Cie y) Gta) 1 Ol et GES 
G, (a, y!) Ge y") | | Gers y,) Ci (2", y") 


4 


La correspondance entre P’ et P” est birationnelle; toute sextique : 
_ passant en P’ passe en P”; dans cette correspondance, chaque cubique 
du faisceau (C,, C,) se Be Seta a elle-même et de même chaque — 


sextique. 


Le lieu du point IL, est le lieu des points, autres que II’, coincidant 


avec leur homologue; c'est une courbe y de degré 9 admettant II,,..., 


II, comme points triples : nous allons vatectigen trés simplement par 


des considérations de géométrie dans. UeepaGe ces résultats, dus a 


_ Halphen, et bien d’ autres encore. 


Chaque point du cone a deux images, sauf le sommet dont les 
deux images sont confondues en II’ et sauf les points d’une courbe T 


dont l’image est y; chaque cubique du faisceau (C,, C;) coupe. Y en 


3 points, donc chaque génératrice du cône coupe F en 3 points, et T 
est de degré 6 (y ne passe pas en II’, donc I ne passe pas au sommet 
du cône). Au point IT, correspond une conique (II,) du cône et chaque 


point de (II,) a deux i images dont l’une est fixe, à savoir. ae tandis que 
la seconde image décrit une sextique w, du système oo* étudié ici, 


sextique Ju Il, pour point triple; la i Sa Oy est ‘Hnreursalé et 


D 


Wi à 
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est parfaitement déterminée par la connaissance de II, triple, I, . 
IT, doubles. 


Soient m le degré de y, À la multiplicité de chaque on TES 


…., 


sur y; en coupant par C, on a 


(12) Pe ery eee 


d'où m=1 +8, h=3), en désignant par A un entier indéter- 
miné; à chaque branche de y issue de II, correspond un point 
commun à I et (II,), done AS6 et A=1 ou 2; d’autre part, y ne peut 


avoir, avec &,, d'autre point commun que II, (ou que les autres 


points IL, ..., Il,), cela résulte de ce que w, est le lieu des trans- 


formés de II, et y le lieu des points dont les deux images coincident; 
si y admet en Il, une tangente non tangente à w,, cet élément de 
contact fournirait sur w, un point associé autre que II, et ceci est en 
contradiction avec la propriété caractéristique de y; done A=1, 
hk = 3 et la courbe I est tangente en 3 points à chaque conique (Il;); 
la courbe y est de degré 9, admet chaque point II; comme point triple 
et y admet les tangentes de w,, ce qui fait un théorème de géométrie 
intéressant non signalé par Halphen : 


Étant donnés 8 points quelconques du plan, il existe une cubique 


unicursale admettant 7 d'entre eux pour points doubles et le dernier 


pour point triple ; en échangeant le rôle des points, on obtient 8 cubiques. 
Il existe une courbe de degré 9 et une seule admettant ces points pour 
points triples, les tangentes en chacun étant précisément les mêmes que 


pour la cubique dont ce point est triple : cette courbe de degré 9 est le lieu 


du neuvième point double des sextiques eae déjà les 8 points 
donnés comme points Pont 


On out pu obtenir ces résultats sans intervention de la géométrie 
ne l'espace : appelons « le degré de la courbe transformée d’une 
droite dans la transformation (1r); une courbe arbitraire de degré u. 
(ne passant ni en II,, IL, ..…, I,) a pour transformée une courbe de 
degré ux, comme on le voit en supposant que la courbe dégénère en pv. 
droites. Soit 8 le degré de la courbe unicursale transformée du point 
fondamental IT, ; le er m de la courbe y satisfait à (12), etcomme la | 
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courbe y est à elle-même sa transformée, sauf / fois chaque courbe 
transformée de II;, on a 


(13) ma=8&hB + m. 
La courbe C, est à elle-même sa transformée, done 
(14) 3a=86 +3. 


Maintenant une courbe de degré wu (arbitraire) et une droite se 
coupent en uw points qui ont pour transformés les points d’intersection 
d’une courbe de degré ua et d’une courbe de degré «: sur la première II, 
est d'ordre 48, car il correspond aux points d’intersection avec w, de la 
courbe de degré u; de même sur la seconde I, est d’ordre B, on a done 


(15) por p+ 8p6? 
ou simplement 


(15’) = BBR 


Les équations (14) et (15’) ont une solution « =1, 8 =o à rejeter; il 
reste à — 17, 8 = 6 et alors (12) et (13) donnent m=9,h=3. Ona 
retrouvé les résultats; d’autre part sur chaque cubique du faisceau 
(C,, G,)il y aso couples correspondants P’, P” et la droite P’, P” sur 
C, passe au point 7’ précédemment construit, de sorte que, sur C,, I, 
a un seul homologue : donc si w, admet II, avec la multiplicité # et IL, 
Il;,..., HI, avec la multiplicité 7, on a, en comptant les points 
communs aC, et à w,, | 
iS=k+71+1; 


k étant inférieur à 6, on a nécessairement 4 = 3, [= 2. 

On a vu qu'une droite (arbitraire, ne passant ni en II,, IL,, ...,Il,) 
a pour transformée ‘une courbe de degré 17, ayant chaque point II, 
pour point sextuple : d’après la théorie générale des transformations 
de Cremona, ces courbes doivent être unicursales et former un réseau; 
c’est aussi conforme aux principes généraux que nous avons obtenu au 
paragraphe 2. Si la droite passe en II, il faut retrancher la courbe w, 
et il reste une courbe unicursale de degré 11, ayant IL, triple, IL, ..., 
Il, quadruples, et cette courbe engendre un faisceau: si l’on prend : 
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IL, IE, elle a pour transformée une courbe unicursale de degré 5, 
admettant IT, et II, simples, IL, ..., I, pour points doubles. 
9° 5 . r 4 r à a 
L'interprétation géométrique des sextiques ayant un neuvième 


point double II, est immédiate : II, est l’image d’un point de I, les 


plans pivotant autour de la tangente aT’ ef ce point donnent sur le 
cone un faisceau de coniques ayant pour image les sextiques ayant un 
point double complémentaire en II,; et si te plan devient bitangent 
à I’, on obtient une sextique unicurs ve IT, étant fixé, on a 12 sex- 


tiques unicursales; on voit qu ‘il suffit de chercher deux tangentes 


à T se rencontrant en un point différent du sommet du cône : l’une 
des tangentes étant donnée, il faut prendre l'intersection de cette 
tangente avec la ligne double de la développable engendrée par les 
tangentes AT; la rh F admet oo! plans bitangents et il en passe 12 


par chaque tangente à T'; la courbe T admet 8 ce tritangents qui 


donnent les 8 coniques (II,); enfin du sommet du cône, on peut mener 

12 génératrices tangentes à I’, ce qui donne 12 cubiques unicursales 
4 : 4 ’ 2 

dans le faisceau (C,, C,). Les 12 points doubles qu'elles fournissent 


sont sur la courbe y, comme l’a d’ailleurs signalé Halphen. 


On remarquera qu’une courbe prise au hasard sur le cône a deux — 
images analytiquement distinctes; mais pour certaines courbes, telles 
que les génératrices ou les sections planes, ces images sont deux 
portions d’une même courbe : si cela arrive, il est nécessaire, si la 
courbe C du cône n’est pas tangente en A à la courbe I’, que l'image c 


soit tangente en a à la cubique du faisceau (C;, C,) qui passe en a; 
“sLG est (sente aT en A, l'image : a un Au double en a. 


49. Élucidons complètement un autre cas où l’on ne trouve qu'une. 
cote : cherchons comment disposer 12 points pour qu'ils soient 


doubles sur une C,; on a 36 équations de condition, linéaires, à 


36 inconnues Vire Pour avoir une solution unique, on égale le 


déterminant à zéro; en transportant l’origine en II,, de façon à n'avoir 


plus que 33 équations à 33 inconnues, on voit que sill,, IL,..., IL, 
sont donnés, le dernier II,, décrit une courbe de degré 18 admet- 


tant I1,,...,11,, comme point quintuple : on les voit en developpant le 
_ déterminant par la règle de Laplace. É 


_Remarquons que C, étant l’une quelconque des «? quartiques cir- 
Ann. Ee, Norm., (3), XLIL. — Suvreuune Pint NES 3h 


266 - BERTRAND GAMBIER. 


conscrites à 1 Hs Wye ), cette quartique coupe encore a en 
4 points formant une série linéaire gi; ; écrire que ces 4 points sont 


en ligne droite fournit deux équations qui, en général, déterminent 


la quartique C,. Mais alors, si C, est la droite portant les 4 points 
complémentaires, on aura | 


(1) ; ; GCs C, Css 


et, puisque chaque intersection II de C, avec C, compte, sur C,, pour 
2 unités, on voit que C, et C, sont tangentes aux 12 points II. 
Réciproquement, nous savons construire une C, et une C, tangentes 


en r2 points; l’équation (1) représente alors, en laissant F, et C, 
_indéterminées, w'? septiques tangentes à C, et C, aux 12 points; 
chacun peut étre rendu double moyennant une condition, et comme 


on à 12 équations linéaires entre 13 inconnues homogènes, ¢ en général 
“on aura une septique C, et une seule. 

La méthode des égalités symboliques réussit pour trouver les 
ensembles IL,, Tl,,..., II, en jeu ici. En effet, sur C, on écrit : 


(2) ; : 2 (Il) + I, +...+1,.)=0, 

et puisque les II ne sont pas sur une cubique, une quartique nouvelle 
donne 

(3) " nt hee . 


les 4 points = n’étant pds sur une droite. La conibinaïson 2 (3) - — 2 
donne 


(4) | a(R, + Ta My + M)=0, 
et RS MR (3) et (4) entraînent (2); on prendra donc une 


(1) Les 12 points I ne pourraient avoir la surabondance 1 pour le degré 4 que s’ils 


étaient oblenus en éoupant une cubique Cs par une quartique C,; mais alors les C; cher- 


chées se décomposeraient et auraient pour équation C3 (C3 C1 + G;) = o où C; est une 


droite arbitraire; la surabondance des I serait alors 4 et non pas 1. D'autre part, si la ~ 

surabondance du groupe Il pour le degré 7 est supérieure à 1, comme ces points repré He 
sentent 48 intersections pour deux courbes C;, C; qui les contiennent, les principes du 
paragraphe 44 nous prouvent qu’il ne peut exister qu’un faisceau, car les courbes Cy sont 


de genre ¢rois exactement ; la surabondance des IT serait done Ve 


x 


Lalla 


deux conditions pour que I,, = Il 
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conique C, arbitraire, on lui circonscrira en 4 points arbitraires une 
quartique C, et par les quatre points de contact on fera passer une 
quartique €, arbitraire. à 
La méthode prouve même ceci : étant donnée une conique arbi- 
traire, quadritangente à C,, obtenue par quelque procédé que ce soit, 
(4) et (3) entraînent (2); donc on pourra prendrell,, IE, ..., Il, arbi- 
trairement sur C,; réunis à T,, T, Ts, 7, ils déterminent un fais- 
ceau de quartiques et par suite les 3 derniers points II,,, IL,,, IL,,; 
sur une quartique C, donnée, circonscrite à IT,,1L,,..., 11, ül y a donc 
autant de groupes (IL,,, II,,, IE,,) complémentaires qu'il y a de 
familles de coniques quadritangentes.Ce raisonnement ne remplace pas 
la théorie de la division des fonctions abéliennes, mais il a l'avantage 


, 


de montrer clairement que le problème est ramené à un problème 


de même nature et plus simple; sur C, on pourra même se donner +. 

Le mème raisonnement prouve bien aussi que si l’on considère 
11 points donnés I,, IL, ..., Il,, et les «5 quartiques circonscrites, 
sur l’une d'elle, C,, il n’y aura pas de point complémentaire IL,,, 
puisque sur celle-là la connaissance de If,, II,....II,, suffit pour donner 
un nombre fini de points complémentaires (I. Ij, M.) : al faut 
vor Ly, =1l,, on a donc oo! quar- 
tiques privilégiées et chacune fournit un point Il,,, de sorte que l’on 


retrouve, sans considération de déterminants, l'existence du lieu 


pour II,.. 


(4 +1)(3p +2) 


: points peuvent, 


20. On constate de même que 


moyennant une seule condition, étre doubles pour une courhe de 


degré 3u.+ 1; le dernier, quand les autres sont donnés, décrit une 
ae de degré 94 admettant ceux-là pour points quintuples. 


(ptr) (Bu +4) 
2 


lieu de degré. gy + 2 pour Pun dés points doubles quand les autres 


De même pour le degré 34 = 2 et points doubles : 


- sont donnés. 


Ces problèmes reviennent tous à des questions de contact, mais la 
découverte de ces conditions peut devenir pénible. Ainsi pour u — 3, 
m = 3u +1 =10, 22 points doubles, nous allons chercher 44 points 
de surabondance 1 pour le degré 10; on les supposera d'abord simples 
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et distincts, puis simples et confondus deux à deux. On a donc 


7 


if 200 p= 36 


(1) F Ci V B if s 


septique 142 PO 56 _ 44 21 I 


On peut réduire la septique à une quartique issue des 14 points 
- fixes F, de sorte que les 44 points P peuvent être obtenus par l’inter- 
section d’une courbe C,, avec une septique C, issue de 26 points 
Dis Dos «es Gag de Cy, situés sur une même C,: on a donc le droit 
d’écrire sur cette courbe C, le diagramme 

| PPar Pas , Cro Pies Pee 
(2) C, C; 

Wi Ve CG PiP2P3P4P5 

autrement dit, les 44 points P sont les points communs à deux sep- 
tiques C,, C, ayant 5 points communs en ligne droite; ce résultat 
prouve que par les 14 F on peut faire passer deux quartiques et non 
une seule; l’astérisque a servi à rappeler ce résultat; sans ce résultat, 
la courbe C,, issue de V et contenant 56 points communs à C, et C,, 
aurait contenu les 14 autres. Le groupe P,, P,,..., P,, est ircomplet, 
mais de surabondance ro pour le degré 7, complet et de surabon- 
dance 1 pour le degré 10; supposons ces 44 points confondus deux à 
deux les courbes F,, issues de ce groupe ont pour équation générale : 


(3) CP, + C51, + 789 + rey + sy = 0 


et contiennent 23 paramètres homogènes; elles sont tangentes à C, 
et C, aux points Il,, If,,..., IL,,; moyennant 22 conditions on rend 
chaque point double et il reste, en général; une seule courbe C,,. 
Nous n'avons fait, sous une forme légèrement différente, que rééditer 
les déductions du paragraphe 17, mais ici nous avons pris un dia- 
gramme sur C;, tandis que le paragraphe 17 nous aurait fait employer 
un diagramme sur C,,, mais les conclusions sont les mêmes : Jes 
courbes C,, C, sont tangentes aux points I,, IL, ..., IL,,, et leurs points 
complémentaires p,, Px» Pss Ps, Ps Communs sont en ligne droite. 
Indiquons maintenant comment réaliser la disposition des points II 
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cc 


et p. Écrivons sur C, les deux égalités 


(4) Nee et os ee So 
£9): vy ai do + py + Do ie ue 2 pa aie 


Supposons que les IL soient sur une courbe de degré minimum 6; 


on écrit : 


(6) Ce IE + Il, +... + The + mi + mi +2. + M9 =O. 


La combinaison 2(6) + (5) — (4) donne 


(7) piste 2 2 (T4 + To +... + Tao) + Vi + di = 0. 


Inversement, (5), (6), (7) seront nécessaires et suffisantes. Sur la 


Courbe inconnue C, qui est donc tangente à C, en 7,, T2, -.., Tro ON 
. pourra écrire l'égalité symbolique (7), ce qui est un tr ee sur C, au 
lieu de C,, puis 


(8) PT + Ta +... + Too + M + M +. ET =O, 
(Go) Di ds + Yi + Y + Vs + 4 = 0. 


. La combinaison 2(8) + (9) — (7), sur la sextique C,, donne 
ntro NL 2 DT HT He mo) + Vi ++, + Yi —o, 


et i est nécessaire et suffisant de trouver une C, et une C, tangentes entre 


elles en 10 points, tandis que les 4 autres points sont en ligne droite : 
cela revient à trouver une C, et une C, tangentes entre elles en 
10 points : on en déduit ensuite C, et G,, et les égalités symboliques 


permettent ensuite de remonter sans difficulté à la configuration pri- 


mitive, sans avoir besoin de recourir au théorème d’Abel nia la divi- 
sion des fonctions abéliennes. D'ailleurs le procédé ramène la détermi- 
nation de C, et C, à celle de C, et d’une C, tangentes en 6 points; puis, 
de cette cubique C, et d’une conique C, tangentes en 3 points, toujours 


par transfert d’identités symboliques sur des courbes de degré décrois- 
gant; on est donc certain, à partir de CG, et C,, d'obtenir, par de pures 
opérations algébriques, la configuration demandée sur un plan vierge, 


tandis que la réaliser sur une C, donnée est un probléme beaucoup 


plus délicat. 
“Si les ioe II sont sur une courbe de degré minimum 5 (le degré.4 
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exigerait queC,, se décompose en la C, circonserite aux 22 points IT et 
une sextique), il est plus avantageux de remplacer les égalités (6) et 
suivantes par 
(6') I, +...+ IL + Ti +...+ Ty =0, 
(7!) Q(T +... + Ms) + di + de = 0. 

Il faudra donc déterminer une courbe C, tangente aC, en t,, ...,T,45 


on fait le transfert de l’égalité (7’) sur C, et l’on a, avec une nouvelle 
courbe C;, : 


(8!) These + Mg + Ti + To +7, =0, 
(9) di + da + Vi + $2. —o, 
(10°) A(T, + Te + Ta) +, +H, —o. 


Il suffit de trouver une courbe C, et une nouvelle courbe C, tangentes 
en 3 points, ce qui est possible en partant d’une C, arbitraire. 


21. Exemples où les points multiples ne peuvent étre choisis arbitrai- 
rement. — La difficulté signalée, à savoir quand les points multiples 
du groupe anormal définissant au moins 3 C,, ne peuvent être choisis 
arbitrairement, se présente à partir de m=7, p = 5; étudions ce cas; 
écrivons à titre d'essai : 


ME Tor DS Il, , IL, ... ,1l,, doubles 


F g V P r s 
quartique o* 0 8 I 4 1 
a” 0 5 4 I 1 
Phe f 5 4 2 2 
4 I 4 5 I 2 
5 2 3 6 I 3 
6 2 7 I 4 


D'après un principe général établi plus haut, la première ligne ne 
peut exister que si les 10 points II sont sur une cubique, et l'on a 
simplement cette proposition bien connue que toutes les septiques 
coupant une C, en 20 points fixes contiennent encore un 21° point 
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fixe de C,. L’astérisque rappelle cette disposition des I. Nous remar- 
querons d’ailleurs que si la cubique, unique, contenant, les IT admet 
un point double, ce point ne peut coincider avec un des points II. 

Les lignes F— 1, F =2 conduiraient simplement à adjoindre, au 
groupe précédemment obtenu, 1 ou 2 points P arbitratres du plan, 

La première ligne 3° exige d’abord que les 3 points F soient en 
ligne droite; puis, par 10 points II doubles et 5 points V simples, on 
ile pouvoir faire passer au moins deux septiques, de sorte que les 
35 conditions obtenues doivent avoir une surabondance au moins 
égale a 1. Les principes du paragraphe 17 nous font écrire sur C, le 
diagramme ~ 

FFF; ys(@ = 0) AAA 
RME C,(@’=—1) — G, (ol a Tr). 
FFF; F; yi (2=0) P,P, P,P, 


et montrent l’existence d’une identité 


(2) — Cr = 543 + Giys, 


de sorte que la quartique y’ et la quartique y, sont tangentes aux 
10 points Tells win all; Cb Se coupent en P,P, Py. P,; a réciproqtre 
est vraie d’après les principes déjà établis. Pour lie sur une 
courbe y, la disposition voulue, on écrit : 


\ 


Es all, + 2My+...+ 2 +P, + Ps Ps + Pro 


et, ici, du moment que 5 — 0, ie 10 gee II ne sont pas sur une 
cubique ; on pourra donc choisir sur y, les points IL, IE, ..., 11, 
P/Rarbitearrement; -P,, P.,.P,, en Free Ici, finalement, les 
ro points II (et mème P,) ont pu être choisis arbitrairement; on peut — 


encore tracer arbitrairement une quartique y, circonscrite à ces 
_ points; y, dépend de trois paramètres ; on peut done se demander 


en quoi consiste la restriction prévue en reconstruisant le tableau T : 
la septique C; étant construite, la droite F,, F,, F,, F, est unique et 
détermine un groupe unique F,F,F, Par la construction du 
groupe : cela tient à ce qu’il n’y a qu'une quartique y, coupant y, 
aux points simples DnPe Nb ER. et IT, SERGE dont les derniers 


comptent SES deux. 
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Pour la seconde ligne 3°, puisque les points II, .. ., Ils FE 
F, déterminenf un réseau de quartiques, deux d’entre elles ont encore 
3 points communs 9,, ®, ®, en ligne droite et F,, Fy, Fs, Oi» Pas Ps 
déterminent une conique : on en déduit que II,, ..., II,, sont sur une 
cubique (‘), et réciproquement. Donc le diagramme (1), qui réussit 
encore, prouve que l’on doit déterminer une quartique y, et une 
sextique y, se touchant en 10 points, situés cette fois sur une cubique C3. 
Prenons donc arbitrairement une quartique y,, coupons-la par une 
cubique arbitraire C, et prenons pour II,,..., Il,, au hasard ro sur 12 
des points communs : prenons P, arbitrairement sur y,, d’où résultent 
P, P,, P, : nous constatons que nous n’obtenons pas un groupe complet ; 
cet exemple précis justifie la minutie avec laquelle j'ai cru devoir 
présenter la discussion et le choix des nombreux exemples que j'ai 
fournis; en effet, les courbes d’équation 


Ya Ys + GiYe — 0 


contiennent 13 paramètres arbitraires homogènes : 10 provenant 
de y, et 3 de C,; on peut, par ro équations seulement, rendre 
II,, ..., Il,, doubles; si les équations de condition sont distinctes, il 
reste trois paramètres homogènes (autrement dit un système w*, 
donc r —1). Or, les sepliques qui coupent C, en 20 points (II,,..., Il,, 
comptés chacun pour 2) coupent encore C, en un même point œ; 
done nous obtenons par notre procédé des septiques ayant toutes en 
commun les 10 points doubles II,, ..., II,,, les quatre points P,, P,, 


(*) Ceci est une conséquence générale de la théorie de la résiduation; les égalités 
symboliques que nous avons systématiquement employées manifestent d’ailleurs cette 
propriété par des opérations purement mécaniques; on écrit, en effet, pour deux > al 
tiques, C,, Ci : 


(1) My + Wy +... + io + pa + Pa + ps + Pat ps + Pe = 0, 
puis sur C, : . 

(2) Pi + Pa + Pa + Pa + Ps + Po + Pi +: py = 0, 

(3) Py + Po + pi + ps =o. 

On en déduit 


(4) My + Mo... :+ Tho +p + ph = 0. 


A, Se AB) a 
RUN ERA r,t 


CON DE OT ee Th PURE NE Pets EN RUE TE 
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P,, P, et le point 9; en regardant le tableau, nous voyons que la seule 
laser de concilier les résultats est de gu r effectivement égal 
à 1, mais de remarquer que II,, Il,,...,II,, (doubles), P,, P., Ps» be 
(simples) forment un groupe RE Frs surabondance 1, et que 
l’adjonction de © fournit le groupe anormal complet de surabon- 
dance 2; la quartique y, coupe C, en F,, F,, F,, F, qui donnent la 
droite C, et F,, F,, F,, conformément au diagramme 1; pour le degré 4, 
les 13 points II,,...,1[,,, F,, F,, F, ont la surabondance un, défi- 
nissent un réseau de quartiques dont nous ne pouvons utiliser que 
celles qui passent en + et forment un faisceau. Le groupe II,...1I,,, © 


_est donc l’un de ceux que fournit la première ligne (surabondance 1), 
et les quatre points P,, P., P,, P, qui lui sont ajoutés fournissent la 
. surabondance 2: on a ainsi un cas particulier de la ligne F= 4 du 


tableau. 


Une discussion minutieuse et assez longue prouve que la seconde 
ligne 3* proprement dite ne peut pas exister; il faudrait en effet 
essayer de faire coincider P, avec 9, et de faire passer y, par ©. Les 
égalités symboliques écrites soit sur Ca» soit sur y, conduisent au 
résultat négatif annoncé. 


La ligne F=4 ne présente aucune difficulté : on peut en effet 
prendre deux quartiques au hasard, choisir au hasard 14 de leurs 
ponte communs pour’ les, appeler-l,,..., Ih, F,, Fay Fay F, il 
existe wo! (au moins) septiques ayant II,,..., Il,, comme points 
doubles, F,, F,, F;, F, comme points simples, et non décomposées, si 
les 10 points II ne sont pas sur une cubique : on continue sans diffi- 
culté la construction de l’une de ces courbes C,. 

Pour la ligne F = 5, même construction : on peut tracer une C, 
(au moins) circonscrite à IL,, ..., IL, F,, F,, F,, F,, F; (choisis sur 
les 16 points-bases d’un faisceau de ares Le reste s’achève 
sans difficulté. 


Nous allons voir que la dernière ligne est le en effet, sur 


l’une des quartiques du faisceau CSA Lu ty) COLIVONS 


alt + ol + ol, + Fi + Pot EE + Vi+ V.=0, 
IL, + IL +...+ Tyo + F,+ F+...+F, = OF 
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La comparaison donne 


, Il, + IL +-...+ Uj) +Vi+V2:=0, 


donc les 10 points II seraient sur une cubique; d’autre part, nous 
supposons les points V, et V, variables, donc la cubique C, coupe C, 
en 22 points et fait partie de C, qui se décompose; on aurait pu faire 
le raisonnement suivant, qui conduit au méme résultat : si la derniére 
ligne existe, il existe quatre quartiques adjointes passant parles le 
V,, Vs; donc ces points sont à l'intersection d’une quartique et d’une 
cubique. Cela justifie l'emploi de nos égalités symboliques, qui ont 
l'avantage de ramener beaucoup de propriétés à un simple mécanisme 
de calcul. | 


© 


22. Elucidons de méme le cas : 


m5; Dh; 11 points doubles [,, IL, ...,1l,.. 
Ici on à - 
2p—2=6—=v+/f+530, §= ph. 
On a donc 


Ceci suffit à démontrer que 11 points doubles pris au hasard déter- 
minent exactement w? septiques et jamais *; d’autre part, f, quand 
il prend la valeur 1, 2, ne donne, d'après les remarques générales, 
rien d’autre que f— 0; donc il n’y a pas à essayer / = 0, 1, 2. On 
commence à f— 3, en supposant dans ce cas les 3 points en ligne 
droite: 

Ecrivons à litre d’essai : 


m=9 es Ml, , I,,...,1,, doubles 


F Ci V P vi s 
quartique 3” I 3 2 I 2 
4 2 2 Bix I 3 
5 3 I 4 1 4 


La dernière ligne ne peut exister, car elle donnerait un réseau de 
courbes non unicursales avec une seule intersection mobile. 
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Pour la première ligne, la méthode du paragraphe 17 conduira au 
diagramme sur C, 


FE, (0 = 0) Vi Vi Vs 
Cj (@’= —1) . C ("= +1) 
PPLE, PF, Ci (2=0) . P,P, 


et à la conclusion qu’il existe une sextique C, tangente à C en II,, 
II,, ..., II,, et la coupant encore en P,, P,. Ceci ne suffit pas. pour 
entrainer une relation entre les 11 points Il,, II,,...,11,,; car on peut 
imaginer que I’, est l’une des x* quartiques issues de IT,, IL, .:., 01,, 
et qu'on la coupe par une sextique la touchant en II,, II,,...,If,, et la 
rencontrant simplement en II,,, ce qui donne l’égalité symbolique 

déterminant sur I’, le système Q,, Q., Q, : 


al ally... Call Uy + Or + 0,40, = 0. 


On peut, en écrivant que Q, coincide avec II,,, obtenir ? quar- 
tiques. Ceci suffit à peu près pour rendre vraisemblable l'impossibilité 
de la première ligne du tableau, car II,, IL, ..., IL,, devraient former 
un groupe normal, mais incomplet : or, si IL,, ..., Il,, sont pris au 
hasard, ils forment, en tant que points doubles, un groupe normal 
complet. Du reste, l’équation ee des courbes de degré 7, passant 
par les points I,,..., IL,,, If,, de contact de C, et C) et les deux 
_ autres qe simples de |’ intersection, Paces -est 


CCG GE= EE 


et contient les 13 paramètres homogènes qui entrent dans C, et C, ; 
en écrivant que II,, Il,,..., IL,, sont doubles, on doit, en général, 
obtenir un faisceau (r = 0) avec 5 points d’intersection complémen- 
taires. Toutefois les résultats généraux, indiqués au paragraphe bis 
sont insuffisants pour (rancher la question, 

Or, dans mon précédent Mémoire, au début du Chapitre III, j'ai 
étudié en détail les surfaces unicursales de degré 5 possédant une 
| cubique g gauche double l'; elles admettent une tan plane 
où les sections planes ont pour image les quartiques circonscrites 
arr points IL,, IE, ...,I1 ,, ; l'image de HT une septique particulière C 
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du système o? défini par H da Xess dle oun lees se est du type 
hyperelliptique; la droite joignant sur C les images d’un même point 


de T enveloppe une conique C, touchant C en 7 points; si C, est l une - 
quelconque des autres septiques ayant les II pour points doubles, — 


CE coupe Cen5pointsa,,4,,4,,4,, 4, tels que leurs associés a;, a, 


a,, a,,a, sur C, dans la correspondance hyperelliptique, soient sur 


une même tangente à C,. Il y a done impossibilité à trouver deux 


points P,, P, tels que toutes les septiques (en particulier C) circons- 
crites aux II (doubles) passent toutes en P, et P,; en effet, P, et P, 


auraient deux associés fixes, P|, P, sur C, et si a@,, @,, a, sont les 


trois points variables communs à C ‘et une autre septique, la droite — 
a,a,a, serait variable et devrait contenir les deux points fixes P’,, P,. 


Ce raisonnement, basé sur la géométrie dans l’espace, démontre 
( aussi que le cas f = 4 conduit a-une impossibilité. 


La méthode du paragraphe 17 suppose les points II tous doubles ; | 


pour le premier cas de difficulté (m= 7, 10 points doubles) elle nous 
a permis de traiter la question complétement; pour le second cas 
(m = 7, 11 points doubles) elle n'a donné que des indications, et ceci 
nous suffit pour montrer la difficulté du problème; il y aurait lieu de 
perfectionner encore considérablement la méthode que j'ai indiquée, 


afin d'éviter une démonstration particulière pour chaque cas. Les 


considérations données plus loin, paragraphe 27, permettent d’ aller 
plus loin et de ne plus supposer les points II doubles. : 

La construction des tableaux T serait donc extrêmement longue, et 
au fond nous ne l’avons complètement indiquée que si tous les points 
multiples peuvent être tous pris arbitrairement, ou si une transforma- 
tion birationnelle a ramené à un tel cas : ce dernier procédé a réussi 
au paragraphe 10. 


23. Je dis quelques mots du cas où l'on considère les octiques 
admettant 14 points I, II,, ..., Il,, pour points doubles : on ap = Ex 


et en général on a un réseau. Cherchons la condition pour obtenir un — 


système linéaire w° d’octiques n'ayant pas d’autres points communs 
LR LAS Ares M; on à donc 


2pP—2=1=f+ +86, o=8, Words RER 


PACE 


nr 
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d’où 
| ; MS py II, ,I,,..., 1h, doubles 
ER. | PE 
F (y V ee BS s 
quintique 4 oour 8 Oo 2ou3 10u2 


Le faisceau 48 octiques II,V découpe, sur la quintique y,, une 
série g!, ce qui, d’après Riemann-Roch, exige qu’il y ait 3 coniques 
linéairement indépendantes issues de PERF, : ces quatre points 


sont en ligne droite et l’on trace sur C, le diagramme : 


| F,F,F,F; ¥3(W == 0) L'ANPE ET 
(2) £ Cio’ =—1 (Cia = +1), 
| | F FLUFF, quartique(Q=0) - oun 


Onendéduit quell,,...,II,,sont points de contact d’une nue Ge 
et d’une septique C, ; eréciproguementun tel prone définira oo i geliquied 
ayant ces points doubles (s =r). : 

oles déterminer les points de contact, on écrit sur C, 


LES) | (+ Wy + 2 +) =o, 


et si re Il sont sur une seule Dee 

@) WI +... My tpt pa t+.- + P= 0. 
On déduit par comparaison : 

(5) | PR Ps TE LP) 0: 


on est ramené à trouver une C, et une C, tangentes en 6 points, puis, 
par procédé déja employé, a trouver une C, et une C, triplement tan- 

Si, au contraire, les Il sont bases d’un faisceau de quartiques, on 
écrit : 


L 


DÉC | RE IL+l+...+Iu+Pi+Pi=0 


d’où par comparaison de (3) et (4’) 
(5) | Se 2(P1 + Pa) = 0+ 
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On est ramené à trouver une droite bitangente à C,; nous nous 
sommes servis de cette propriété au paragraphe : pour montrer qu'en 
général les octiques contenant, comme points doubles, 14 points- 
bases d’un faisceau de quartiques se décomposent en deux quartiques 
du faisceau : exception a lieu si la droite, joignant les deux points- 
bases négligés, est bitangente à une quartique particulière du faisceau. 


24. Exemple de points triples. — Une courbe de degré 12 contient 
90 coefficients, et un point triple donné représente 6 conditions; 
donc, en général, la donnée de 15 points triples suffit pour déter- 
miner une C,, et une seule. 

Nous allons, en ramenant la question à un problème de contacts, 
indiquer un cas où l’on obtient un faisceau de C,,. 

On sait que si par 3 points z,, 7,, 7, en ligne droite, on fait passer 
une C, et une C,, arbitraires, elles se coupent en 45 points P,, 
P,,..., P,, nouveaux qui ont la surabondance 1 pour le degré 12; 
les courbes de degré 12 circonscrites au P ont pour équation géné- 
rale : 


(1) | CT, + AC + pli =0, 


où I, est une courbe arbitraire de degré 8, ,, une courbe fixe de 
degré 12, et À, u des constantes; cette équation (1) renferme 47 para- 
mètres homogènes. Cela subsiste quand on suppose les 45 points P 
confondus trois à trois, c’est-à-dire les courbes C, et C,, osculatrices 
en 15 points IL, Il,,..., If,,. Si l’on transporte l'origine en IT, l'axe 
des æ étant tangent à C,, et si R, est le rayon du cercle osculateur 
à C, en IL, l'équation (1), ordonnée suivant les puissances croissantes 
de æ, y, sera de la forme : 
uF 
a( +) + bry + cy? + dx*+..,=0, 

Il suffira donc de trois équations linéaires entre les paramètres arbi- 
traires entrant dans (1), à savoir a= b—c =o, pour rendre Il, triple 
sur la courbe de degré 12. En opérant ainsi pour les divers points 
II,,..., 1, on obtient 45 équations linéaires et homogènes à 47 incon- 
nues, donc, en général, un faisceau, | | 


7 


SYSTÈMES LINÉAIRES DE COURBES ALGÉRRIQUES. 279 


Il suffit done d’ ata comment nous construisons le total IL, 


seit, To T2, T,. Sur C, on a 
(2) M re. + To T3 = 0, 
(3) ; DATE Tous, — Oy 

(4) TL, I +. + r+ me +7, nm, + ms =0, 


en supposant que les IT sont sur une seule quartique. 
La combinaison 3 (4) + (3) — (2) donne 


(2) | BOT +R tm HT + M) + = 0. 


On est donc ramené à trouver une nouvelle courbe C; osculatrice à C, 
en 5 pants, La méme méthode, en menant la conique circonscrite | 
aux 7’ donne 


(6) ee ee 
La combinaison 3(6) + (3) — (5) donne 
(7) oe SM EME) + m+ m+ 7m, =0. 


On est done ramené a trouver une cubique ro osculatrice à C; en 
3 points Yet la coupant encore en 3 points en le droite, mais alors 
le transfert sur C, au lieu de C, de l'égalité (7) donne simplement : 


CE: — 8(ty + e+ Ys) = 0, 


et l’on est ramené à trouver deux cubiques C,, C, osculatrices en 


3 points : ceci revient à la division des fonctions elliptiques. 


Si l’on avait supposé les it sur deux Soe ae on conserve (2), (3), 
mais on écrit : . 


“Ch 5 ¥ a +...+Is+2'=0, 
oo | are 
(5°) SN Br -O= 0, . 


ce qui prouve qu’ il faut prendre pour point x’ un point d’inflexion de 
C, et la couper par une quartique C, quelconque passant en 7,. Mais 
on doit remarquer que ce procédé ne fournit aucune propriété Désolé 
pour gq enepinhls: des points T1, H,,.:.,.U,, et x’, sauf d’être bases 
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d’un faisceau de quartiques; en effet, dans tout faisceau de courbes 
il yen a, en général, ¢rovs qui admettent l’un des points de base pour — 


point d’inflexion. Si nous confrontons avec le paragraphe 1 de ce Cha- 


pitre, nous voyons qu’en général les 16 points-bases d’un faisceau de 
quartiques, pris avec le degré 3, forment un système de surabon- 


dance 9 pour le degré 12; donc, en général, 15 d’entre eux forment un 


système incomplet de Myelin eee donnent une courbe 


décomposée en 3 quartiques du faisceau. 


On voit que la même méthode nous permettrait, de tout groupe 
anormal complet formé de points tous distincts, de déduire un groupe 
‘anormal complet obtenu en réunissant z de ces points et les conver- 
_tissant en point multiple d'ordre ; mais nous n’obtenons pas ainsi 


tous les groupes avec points multiples : cela a déjà été constaté 
par m= 5 et des points multiples d'ordre 2 seulement. 


23. Problème analogue au problème d’Halphen. — l'indique ie 


probléme analogue a celui qu Halpnen a posé pour les sextiques a 
neuf points doubles. Supposons qu'il s’agisse de courbes de degré m, 
admettant k, points d'ordre t,, k, points d'ordre ts LES ky points 


d'ordre i,; les à sont des entiers égaux ou supérieurs à D Supposons 


_ que l’on ait 
ae Kyte? + Her = mi, : 
(1) rae tise bees Sr ta (ta +) __ _m(m+3), 


de sorte que si les points sont tous donnés arbitrairement on ait une 
seule courbe d’ordre'm. Les relations (1) peuvent prendre la forme — 


_ plus simple : | 
< (2) c \ Ky +...4 kei me, 

; (Ayg +... thalg = 3m, - : 
d’où l’on déduit aussitôt 


(3) RÉ +. hy ED mn 2, 


Le genre a la courbe est donc l’unité : si nous écartons le. cas de 


décomposition obligatoire, avec une portion de M D 8 axe ou 


~ 


oe 


\ 


Lin tah PUS butée di a 71 


4 
r 
S 


‘ Rais. Spe F : Ê , nt 
divisée par D, définissent un faisceau de courbes de degré —, 
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sans portion fixe, il ne e peut donc y avoir que le cas de la seule courbe 
C ou du faisceau. 

On remarquera que les relations (2) sont homogènes en Biya ones oa 
et m de sorte que si D (supérieur à 1 ou égal à 1) est le plus grand 
commun diviseur de 7,,7,,..., 7, et m, et si nous n'avons qu'une 
solution, cette solution est la courbe de degré > admettant les points 
donnés ayec la multiplicité primitive divisée par D, cette courbe étant 
prise D fois. 

Ceci prouve même que si les points donnés, avec la multiplicité 


3 D 
la solution du problème au degré mse compose de D courbes arbitraires 


de ce faisceau : l’analogie avec le problème d’Halphen est manifeste. 
On connait l'inégalité, entre nombres positifs ou nuls, 


OCT EC 


l'égalité ne pouvant avoir lieu que si a —a,—...—a. Donc, en 
posant K=£4, +4, teeter k,, on déduit de (4) 


— eo: ae +key tf +. + Kia) 2 (hy ty + fol +... Kate)? 


ou en tenant compte des égalités (2) 


24:0 ae . a Shs Sis Ro, 


l'égalité ne pouvant avoir lieu que Skit dg =, 12 de.-sotte que 


Ton retombe sur le problème d’Halphen : déterminer une courbe de 
degré 3m ayant 9 points d'ordre m. 


Le cas le plus simple après celui d’ Halphen S RER en prenant 


Æk,+k+...+4,=10. Par exemple, 2 points doubles et 8 points 


simples déterminent en général une quartique de genre 1 et une 
seule. Nous allons, comme application du probléme étudié au 


paragraphe 5 indiquer quelle disposition ils doivent présenter pour 


donner un faisceau de quartiques. 
Donnons-nous arbitrairement EAN ER arena P, et supposons que, 


pris tous simples, ils ne soient pas bases d’un faisceau de cubiques. 


Si donc on considère la cubique C, qui leur est circonscrite, nous 


_ savons que toutes les ne admettent IT, double, Ponte Ps 
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simples coupent C, en deux points P’, P” tels que la droite P’ P’ pañse ; 


par un point fixe F de C,; les quartiques Bey forment un système o* 
celles qui passent en P’ forment un système w* et Re ne 


tiquement P’; si done de F on mène l’une des quatre tangentes Na ees 
et si IL, est l’un des points de contact, toutes les quartiquesadmettent 
H:double,.P;,P,:.., Pay Uy simples sont tangentes à Gen IL et. 


forment un système w°?; il suffit d’une ‘pondiUpa: pour rendre ai 


double et l’on obtient fs un faisceau comme nous le demandions fe 
"ONG Sib cok sup tne définissent qu'une cubique C3, nous avons Ss 
quatre positions du point II, (ce nombre se réduit si la classe de C, 3 
au lieu d’être 6 n’est que 4 ou 3). Si IE, Pi; Pas io Pe définissent un | 


faisceau de cubiques, tout ce que nous avons dit peut se répéter sur 


chaque cubique C, du faiseeau : sur chaque cubique C, le point A 


coincide avec II, et l’on a encore quatre positions du Fe IL,; cette 


fois Le point IL, décrit un lieu. Dans le premier cas, les x? quartiques — 


(II, double, P,, P,,..., P, simples) servent” de représentation aux 
sections planes d’une surface X de degré 4 admettant une droite 


double A sur laquelle il y a 4 points où les deux plans tangents sont 


confondus et ce sont ces points qui ont pour image les points IL 
obtenus. Dans le second cas, les ©* quartiques Avocats une représen- 
tation impropre d’une quadrique et il y aurait lieu d’ étudier cette 


représentation, exactement comme nous I’avons fait pour les o% . 
sextiques ayant 8 points eu et le cone ao second degré qu ‘elles 


servent à représenter. oe : + SR 


On remarquera que si l’on aes à autrement ets si on se. se. donne 
ire IL, P,, ..., P,ona P, sans difficulté dans le cas du faiseeau; or 


une eactamantien quadratique birationnelle, de triangle fondamental 
I1,H,P,, donne des cubiques circonserites a Il, DS Packt 
He SS de même si l’on cherche un faisceau avec IE, IL malta 


i ‘ordre Die Pg. RARES | BA à ordre m, les courbes étant de degré fi 


4m, la transformation quadratique en question ramène purement et 
simplement au problème d’Halphen où le degré des. courbes est 3m et 
{Ly Tos Piiéees Cy sont ang points d'ordre m : le lieu de Py, par 


exemple, si TL, IL: DS ve, Py-sont donnés, se déduit: done du travail — 
d’Halphen, mais le lieu ae ie. si IL, Ré: Pas tu rhe: sont. sonia a te 


besoin d'être étudié spécialement. 


> 
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LE Là LA 1 + 
Je n'ai pas trouvé de solution du système (2) autres que celles que 

’ t . 4 . « 
l’on déduit du problème d’Halphen par une transformation quadratique 


birationnelle. 
26. Surabondance d'un groupe pour des degrés croissants. — Si l’on 
considère un groupe de nous It IL Cle PES Pees PS ON peut 


désigner par m le degré minimum des courbes circonscrites aux points 
pourvus de la multiplicité donnée; soit s la surabondance pour le 
degré m, il existe des courbes de degré m+1,m+2,..., sans 


limitation supérieure, circonscrites au groupe, la multiplicité de 


chaque point restant la même. On démontre comme dans le précédent 
Mémoire que les surabondances s, s,, s,, ... relatives aux degrés 
successifs 7, m +1, m+2,... vont en décroissant jusqu'au moment 
où s, devient nul et reste définitivement nul : sauf au cas où elles sont 
es toutes deux, deux surabondances successives sont inégale. 


Ona 


DÉS —s£m 


du moment que s est différent de zéro (m désignant alors le degré 
d’une courbe circonscrite, même si ce degré n’est pas le degré 
minimum ). | 

Mais il faut remarquer qu’un groupe qui est incomplet, pour le 
degré m, peut être complet pour le degré m» +7 : d’ailleurs, cela 
résulte de la décroissance de la or 

Un groupe peut, pour le degré m, définir des courbes toutes détotus 
posées : mais en continuant dans la suite 72 +1, m+2,..,,il arrive 
un moment où les eourbes ne sont plus nécessairement décomposées. 
Le lecteur pourra se reporter à mon précédent Mémoire (Chapitre IL). 


Ici il ya une particularité spéciale aux points mnltiples, quand ils sont 


suffisamment nombreux : ainsi, soit une septique unicursale C; à 
15 points doubles. Il n’y a qu’une septique les admettant, car toute 
courbe ayant ces 15 points doubles admet 6o intersections avec C, : au 
degré 8, ces 15 points doubles exigent la décomposition de C, en €, 
et une droite; au degré 9, ils n’exigent plus la décomposition. 


97. mer de Cayley. Genre apparent. — Une courbe C,, étant 
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donnée, p étant son genre effectif, on a 


(1) p+ te em 0 +: 


et l'on sait que l’adjointe générale d'ordre m — 3 (les excès étant tous 
nuls) dépend exactement de (p—1) paramètres : il y en a en effet 


p distinctes. Donc, un point multiple d’ordre (:— 1) représentant 
t(ti—1) 
2 


exactement conditions pour une courbe, les conditions 


représentées au degré m—3 (ou aux degrés supérieurs), par les 
points multiples de C,,, mais avec la multiplicité : — 1 au lieu de z 
pour chacun, sont toutes distinctes, soit que l'on prenne tous les points 
multiples, soit que l’on en néglige certains. Conservons done la 
formule (1) pour définir le genre p, apparent ou effectif, suivant que la 
sommation = se rapporte à une portion des points multiples ou à leur 
ensemble; les adjointes (apparentes ou effectives) sont celles qui 
passent (avec un excès nul ou positif) par les points multiples 
conservés. Il y a done exactement p adjointes (apparentes) linéai- 
rement distinctes d'ordre m— 3, d’excès nul en chaque point multiple 
conservé de C,,; la formule (1), écrite sous la forme 


(1’) Fira Sees IAC BG ee 


prouve qu'il y a exactement p+ m-— 2 paramètres dans l'équation 
d’une adjointe (apparente) d’ordre m—2, d'excès nul en chaque 
point multiple conservé de C,,. 

Si l'on prend, au hasard, sur une courbe C,,, p points distincts des 
points multiples (p étant le genre apparent ou effectif), il n’ya aucune 
adjointe (apparente ou effective) de degré m—3 passant par ces 
points. | 

Ces préliminaires suffisent pour établir une proposition importante, 
qui est l’analogue de la proposition de Cayley : nous ne portons notre 
attention que sur certains points multiples de C,, pour définir le genre 
apparent p; nous faisons passer par ces points, chacun d’eux ayant 
une multiplicité arbitraire, mais non nulle, une courbe C,, coupant 
encore C,,, en dehors de ces points, aux points Py P4238) Pos la 
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connaissance de À — p de ces points, prélevés au hasard, entraine la 
connaissance des p restants : la proposition est en défaut si les p 
points restants sont sur une adjointe (apparente) d'ordre m— 3 ou 
inférieur. 

Il est bien entendu, dans cet énoncé, que la courbe Ce ne passe en 
aucun des points multiples de C,, négligés. 

Jai fait remarquer, dans mon ansoadlent Mémoire, que cette forme 


d’énoncé, frappante pour l'imagination, en réalité est remplacée 


avantageusement par l’étude de la structure de l’ensemble P,, ..., P,, 
Il,, IL,, ... pour le degré g : chaque P est simple, chaque II est l’un 
des points multiples conservés de C,, et a la multiplicité j (0 </ et fer) 
fixée sur C,. La surabondance de cet ensemble est p, et en général il 
est dre mais il peut contenir un groupe anormal complet, à 
son intérieur, dans les cas où la proposition de Cayley est en défaut. 

Grâce aux extensions successives du théorème du reste, la propo- 
sition en jeu est ramenée, au fond, au cas d’une adjointe (apparente) 
de degré m — 2 : une telle adjointe C,, coupe Cm; en dehors des 
points multiples, en p+ u points et l'on a 


io. op Gp aoe han oe a, 


d'où, en | tenant eompte de (x), 


dou ay Seva one) 


En comparant avec (1’) ona i 
(37). ; se | u=p+m—a. 


L'égalité (3) montre qu’en général u points simples pris au hasard soit 
dans le plan, soit sur C, et les points multiples conservés de C,, 


chacun avec l’ordre z — 1, définissent une adjointe apparente C,,_, et 


une seule; ainsi, si uw points de C,, définissent non pas une mais +” 
adjointes C,,., elles coupent C,, suivant une série linéaire de groupes 
de points g,etilya exactement, d’après Riemann-Roch, r adjointes 
(apparentes) de degré m — 3, linéairement distinctes, passant par un 
groupe de la série. : 

Cela posé, séparons P,, P,,..., P, en deux groupes : l’un R Romipose 
de p points, l’autre P des À — p restants; en général, il n’y a pas 
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d’adjointe (apparente) d'ordre m — 3 contenant le total R et, s’ilen. 
est ainsi, toute courbe C, | passant aux mêmes points I que C, avec la 


méme multiplicité et contenant encore les P contient les R : dire le 
contraire reviendrait en effet à écrire sur C,, le diagramme Se 


R GC) on CORNE | 
Css x Cy : oS 
U SP Aas R’ zi 


Par les points R passent en effet x"? (ou plus) C2 adjomten 
apparentes : Ch est l’une et donne le groupe U complémentaire; la 
courbe Ca donné le groupe R’ non identique à R : les conditions 
pour le diagramitie sont remplies, car en chaque II l'excès de C, ou C, 
est le même, et celui de C,,_, est nul; la courbe C!,, non seulement 
existe mais est une adjointe (apparente) : or nous avons vu un peu 


plus haut que, si les U, qui sont au nombre u, déterminent des 


adjointés Ci, Care . différentes, chacune donne un groupe RR’,... 
situé sur une adjointe C,,_,, ce qui contredit I’ hypothèse. 

Si q < m, cela entraine que C, et C, coincident; si l'on a q>m, il 
est facile de voir que les chuthés G,-ét-Cont 1} points communs 
confondus en chaque point II conservé, si 127, ou j? sit <j. En effet | 
chaque courbe du faisceau C,+wC, =o a en commun avec Cn un 
total de mg points représentés par ts P, R, IT où chaque I compte: 
pour 7; il passe une courbe de ce faisceau par chaque point du plan; 


il suffit de prendre un point nouveau sur C,, pour obtenir une identité 


C,= ==, À 08 Sr C,, Goo 


et d'après cela tue point IE commun à C, et C, compte pour le plus 
grand des deux nombres 4ÿ, j°. 
Si au contraire les R sont sur une courbe C,,_5, oe apparente, ily 


a des courbes C, contenant les P mais non les R et il n’y a plus aucune 


raison de contact entre les courbes C,, C/, aux points II quand j 5. 

. L'intérêt de la proposition que nous venons d’énoncer est que la 
courbe C,, à un degré indéterminé, contient les points IT à un degré de 
. multiplicité indéterminé (avec le droit de choisir les points IT conservés 
ou éliminés), et de plus est assujettie, quand les p points R ne sont 


_ pas sur une adjointe Ch-,, non seulement à contenir les points R mais — 


encore à avoir des contacts déterminés aux points 4 avec d’autres 


~~ 


+ 


VA ERNST 
és 


RTS 


DT Ae ea 


Uae 
wiv AR 


} 
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br 


ITA CES See Oe Ne ee ae NN ey 
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‘courbes fixes de même espèce, si 7 <a ; en effet chaque branche de C 
ai—j+1 points communs avec celle des / branches de C, Hue lui Sak 


tangente, de façon que le point IT compte pour y et non j? dans 
Ginfersectlon de C, et C,. Il y a lieu de rattacher ce fait aux considé- 
rations du paragraphe 17. 

_ Ainsi, supposons que C,, soit une sextique à 9 points doubles 
p=t et les adjointes d’ordre 3 ne coupent-plus la courbe C,,; done, 
sans exception possible, toutes les courbes C, qui passent aux 9 points 
doubles de C,, pris avec la multiplicité 1 sur C,, et qui coupent C, en 
6g —19 points distincts de IF,, IL, .,.,11,, non seulement ont un 
nouveau point commun fixe sur (, mais encore sont tangentes entre 
elles aux points II,, IL, ..., I, : ceci n’a d’ intérêt que pour 926, car. 
¢ <6 donne une seule courbe Gas Appliquons } à g = 6 et opérons de la - 
facon suivante : prenons une cubique y, ne passant en aucun point 


. double de C, ; elle perce G, aux-poinfs P,, Po.) Pay Pye. Cherchons 


les courbes I’, (I, est mis ici Se de C,) passant aux 26 points 
SAIS AN, Mh, PR, Ris Pas or Bin ellessforment aiucfaiscean s 
lune d’elles se bee de la pit unique Cs circonscrite a 
II,, IL, ..., I, et de la cubique y,; donc le nouveau point fixe est P,, 
et d’autre part toutes les sextiques du faisceau sont tangentes entre 
elles en IT,, ..., IT,, donc tangentes à la cubique C, : les 9 points doubles. 


d'une C , sont donc nécessairement les points de contact d'une cubique. et 


d’une sextique. Nous avons ainsi FA cette proposition d’Halphen. | 
a # pots de RAR 


28. Nous pouvons encore. fee ice remarques Anata Sin étant 
donnée, nous avons à notre choix, d’abord les points. multiples IT 
conservés, puis le degré. q des courbes à utiliser comme C,, puis la 

multiplicité à à attribuer en chaque point II à la courbe C,. Cette simple 
remarque permet de généraliser les tableaux T déjà dressés: reprenons 
ge grcpule. le tableau du payagrape ta | 


SES La es | m= eS os = 4" elt it doubles q. 
; eee = oe or vy AR E. vs 
“ is es be Le à RE Ee cd LS NS ET 


| Conservons par oxbmple. Tl, et He de: sorte que. 4h genre et vise 
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adjointes de C,, ou C, seront le genre effectif, les adjointes effectives. 
Par V,, Vo, Vs, Vis Vs» V, faisons passer en guise de courbe C, une 
courbe I’, qui admet U,, Il, pour points simples; elle coupe Cs en 
15 nouveaux points P,, P,, ..., P,, qui réunis à I],, IT, comme points 
simples donnent un groupe de surabondance 1 pour le degré 5 : nous 
retrouvons l’analogue des applications données au paragraphe 2 du 
Chapitre I (en particulier de la troisième); si nous considérons les 
points Pj; Papin. Py, et yaa parexeniples contrairement au cas 
général de Cayley, les quintiques contenant P,, ..., P,s, V;, Vg, Il, IE 
tous simples ne passent pas en V,, Vs, V;, V, : c’est cette simple 
circonstance qui se trouve signalée par Cayley et ses successeurs; je 
fais remarquer ici, comme dans le précédent Mémoire, qu'il est 


=: beaucoup plus intéressant de signaler que si le groupe de points 


simples 

(1) : P, IC Pixs} Vi, V3, Va. Vs V;, Vs; IL, IL, 
a la surabondance 4 pour le degré 5, le groupe 

(2) 3 P,...P;;; IL, IL 


a la surabondance 1. On remarque d’ailleurs que le groupe (2) est 
complet, tandis que le groupe (1) est incomplet : en effet en II, et IL, 
toutes les quintiques du système «' obtenu sont tangentes entre elles. 
Le groupe (2) a été obtenu directement pour m= 5, p=.6. 


29. J'indique, synthétiquement, ce qui arrive quand on étudie les 
points d’intersection de C,, et C,, avec les notations précédentes, pour 
les degrésg +1, q + 2, ...; je suppose d’ailleurs -92m. Soit g +4, 
le degré étudié : s’il n’existe aucune adjointe (apparente, relative aux 
points multiples conservés, c'est-à-dire effectivement situés sur C,) 
d'ordre m — q, — 3, le groupe en jeu, formé des points P,, P,, ..., P, 
et des points multiples de C,, conservés, pris avec la multiplicité, 
qu'ils ont sur C,, est devenu normal pour le degré g + q,. S'il existe 
de telles adjointes, d’ordre m — g, — 3 (ou inférieur) appelons p, le 
nombre de celles qui sont linéairement indépendantes : la surabon- 
dance du groupe en jeu est p, pour le degré g + q,, de sorte, qu’en 
général, toute courbe C,.,, les contenant tous, sauf peut-être p, Ventre 
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eux, contient effectivement méme ces p, restants. Le seul cas d’ excep- 


tion, où ces p, points ne sont pas situés sur Gr est celui où ces P: 
points sont sur une même adjointe d'ordre m — 4, — 3 (ou inférieur). 
Il suffit de se reporter au paragraphe 4 du Chapitre II, de mon 


précédent Mémoire et de considérer le diagramme tracé sur C,, 


P q V 
Y fia! LOS M — qi — 8 — À 
W mm — 3 — À} F 


Sur la première ligne P et.V sont les deux groupes en lesquels sont 
partagés les points, non multiples, communs à C, et C,, : on suppose 
que le groupe V définisse une adjointe A,,_,,.-,, et que, de plus, le 
résiduel F définisse une adjointe variable À, , 3; À est un entier positif 
ou nul. Le fait que l’adjointe A, , ; varie est essentiel. 

- Si donc on suppose He la courbe C,,,, puisse varier.de façon qu ‘elle 
donne un groupe W n'ayant pas de point commun avec V, on voit que ce 
diagramme lu de haut en bas remplit les conditions voulues pour 
affirmer que W et F sont sur une même adjointe À, , ; : les excès de 


C, et C,,,, sont en effet égaux en chaque II et l'excès de A,,_,, ; est 


les eH ét donc nécessaire que F définisse une adjointe variable A,, 3. 


Nous remarquerons, pour la rigueur, que si nous partons de 
l'hypothèse : le groupe V définit une adjointe (fixe ou variable) A, ; 
et le groupe F une adjointe variable À, ,;, nous avons à lire le 
diagramme précédent de droite à gauche et les conditions pour que.P 
et W soient sur. une même courbe n’ayant pas d'autre point commun 
avec C,, en dehors des II ne sont sûrement pemip) ies que si J21 —1; 
en effet, on doit prendre l’exces de À, ,,, ), c'est-à-dire zéro, et 
exprimer qu'il est au plus égal à la somme des excès de A, ,, (¢’ est- 


à-dire zéro) et de C, : il faut Fe que l’excès de C, soit nul ou positif. 


La condition: trouvée pour l'exception (p, points situés sur une 
adjointe d'ordre m— q,— 3) est donc nécessaire quel que soit 7; elle 
est nécessaire et suffisante SJ ZT —1.. a | 

_ Je cite un exemple simple : m= 7, p = 5; si la courbe a ro points 
doubles seulement, nous les conservons; si la courbe a d’autres points 
doubles, nous les supprimons. Coupons par une courbe C,, où ¢ est 
un entier 27; C, admet II,, IL, ...,1l,, comme points simples. Il y a 


Ann, Ec. Norm., (3), XLIL. — Octosre 1925. 37 
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5q — 20 points P, dont 5 surabondants pour le degre g: sil onraisonne | 
sur la courbe C;, j'entends par là que ces points sont surabondants sur 


la courbe C,, mais si l’on portesonattention sur les diverses courbes C, 


et non seulement sur leurs intersections avec(,, on constate que ies op 
C, sont toutes tangentes entre elles aux divers points II. Maintenant — 


deux hypothèses sont à distinguer pour le degré g +1 : ou bien Bes II 
ne sont pas sur une cubique, et alors les P forment (avec Il,, ..., ike 


un groupe normal pour le degré g +1 (*); ou bien les II sont sur une 
: même cubique et alors les P forment avec II,,..., II, un groupe 
anormal de surabondance 1 pour le degré g +1; il y a donc cette fois — 


une cubique adjointe, qui perce C, en a; il y a deux subdivisions à 


considérer : le point a n’est pas l’un des P ou est l'un d'eux. Dans 
la première hypothèse, il n’y a rien à modifier à la proposition de — 


Cayley : toutes les C,,, qui contiennent tous les P, sauf peut-être l’un 
d'eux pris au hasard, contiennent effectivement le dernier point P et 
sont tangentes entre elles aux divers points II; dans le second cas, il 
yades GC qui contiennent tous les points P, sauf «, et alors elles ne 
sont plus tangentes entre elles aux points II; mais celles qui contiennent 
tous les P à l'exclusion de lun, autre que «, continuent à contenir 


même le dernier et sont tangentes entre elles aux points II. Dans cet 


exemple il faut bien remarquer que si nous raisonnons pour le degré 


q ou g +1, abstraction faite de C,, nous avons un groupe de 7g points 


tous simples, dont 2 sont confondus en IL, 2'en Il,, <..7.2'6n ll, ct 
groans a la surabondance 15 pour le degré g et 10 pour le degré g +1, 
et c'est ce qui explique les contacts des courbes C, ou C,,, aux 
points II. La proposition de Cayley ne nous fait considérer que la trace 


de ce groupe sur C,, à l'exclusion des II, et c'est ce qui réduit la 


surabondance } à 5 ou vo. 


30. Détermination de ceux des points d'un groupe surabondant qui 
peuvent étre marqués a priori. — Lorsque l’on a indiqué la disposition 
d’un groupe anormal complet II,, ..., Il, P,, ..., P, et sa surabon- 


(1) I faut entendre que Hy, ..., Iso sont donnés comme simples à la fois sur ‘chaque 


courbe C4 et dans l'intersection de deux telles courbes : mais alors, pour le degré . 
q +1 le groupe est bien normal, mais PORN les courbes C,+1 se trouvent toutes — 


tangentes entre elles aux points Il, ..., Il, et même ponents aux re Cga 
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 dances, il y a à indiquer ceux de ces points que l’on peut marquer 


arbitrairement dans le plan vierge. Pour résoudre cette question, il y a 
d’abord à voir si ce groupe n’est pas anormal pour un degré inférieur, 
auquel cas sa surabondance augmente effectivement, en même temps 
que le groupe a pu devenir incomplet : il y a donc lieu de remonter au 
degré minimum, en complétant le groupe s’il ya lieu. Supposons donc 
cette opération effectuée; il faut maintenant chercher le degré mini- 
mum des courbes contenant le groupe (ce qui est donné d’ailleurs par 
la recherche indiquée à l'instant); s’il y a une seule courbe de degré 


_ minimum, on est ramené à un problème de géométrie algébrique sur 


cette courbe : on trouve en général aisément ceux des points qui 
peuvent être marqués arbitrairement sur la courbe et les autres ont: 
ou bien un nombre fini ou un nombre infini de configurations; la géo- 
métrie dans l’espace rend souvent la discussion aisée : par exemple, 


l'étude des surfaces de degré 4 avec une droite double, faite au para- 


graphe 5 et les groupes surabondants pour le degré 4 avec un point II, 
double et 10 points P,, ..., P,, simples. Ou bien il y a «’*! courbes 
de degré minimum : les décomptes analogues à ceux que j’ai expliqués 
dans mon précédent Mémoire permettent encore de trouver ceux des 
points que l'on peut marquer arbitrairement et d'étudier les configu- 


rations en nombre fini ou infini présentées par les autres. 
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LA NOTION DE DIFFERENTIELLE 


. L'ANALYSE GENERALE 
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(Université de Strasbourg) 
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Introduction. 


Objet de l'Analyse générale. — L’Analyse fonctionnelle, créée par 
M. Volterra, a essentiellement pour objet l’étude des fonctions qui 
font correspondre à chaque ligne ou surface, à chaque fonction’ 
ordinaire, un nombre déterminé. Nous avons, dans différents mémoires, 
considéré les fonctions plus générales qui font correspondre un 
nombre déterminé à chaque élément d’un certain ensemble abstrait de 
nature quelconque. On peut encore ranger l’étude de ces fonctions, 
qu’on peut appeler fonctionnelles avec M. Hadamard, dans l’Analyse 
fonctionnelle. ; 

Mais, sans pour cela s’enfoncer dans les nuages, et gardant un 
contact étroit avec toute la science acquise, on peut généraliser 
encore. Les fonctionnelles que nous venons de décrire peuvent être 
considérées comme définissant une correspondance univoque (non: 
nécessairement biunivoque) entre l’ensemble abstrait considéré et un 
ensemble de nombres. Ou,. si l’on aime mieux, elles définissent 
chacune une transformation d’un certain ensemble d’éléments ou. 
points d’un espace abstrait en un certain ensemble de points d’une 
droite. 


cy 


(1) Le présent Mémoire est le développement d’une Note des Comptes rendus 
du 16 mars 1925, t. 180, p. 806 (même litre). 


‘transformations biunivoques et bicontinues (sous le nom d’homéo-. 
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Or, il n’y a nulle raison pour se limiter au cas où |’ ensemble trans- 
formé est linéaire, L'étude de transformations d une espèce plus 


générale s’est imposée depuis longtemps. ne 
Depuis longtemps, par exemple, on a étudié les transformations de ee 
points en droites, en plans, en sphères, .. , dans l’espace euclidien, a 
de fonctions analytiques d’une variable are en fonctions d’une 
+" PERS = 


même nature, etc. Nous avons plus généralement considéré des 


morphies) entre ensembles topologiques abstraits (‘). ILest done 

naturel et utile de se proposer l’étude des transformations d’ensembles 
abstraits en ensembles abstraits. On pourra donner à cette étudele = 
nom d’ Analyse générale emprunté à M. E. H. Moore. Il suffira ensuite = 
de particulariser les résultats obtenus en prenant en considération la | 


nature des éléments envisagés pour obtenir des applications variées. _ 4 
Notion de continuité. — La définition de la continuité d’une trans 
formation ponctuelle M = ®(m) d'un ensemble abstrait n’offre pas de: : "2 
difficulté quand on suppose que ces deux ensembles appartiennent PAR san 
des espaces où la notion de voisinage a été étendue d’une façon que Bs. 
nous préciserons. plus loin. On peut exprimer cette définition d’une RS: 
facon intuitive en disant que tout point qui est infiniment voisin = 
d’autres points est transformé en un point infiniment voisin des 
transformés des autres points, sant attacher nécessairement à l'idée: 5 Se 
de RES celle de distance numérique. RE | i aie 4 ae 
La Notion de. différentielle en Analyse fonctionnelle. — Pour généra- a 
_liser aux espaces abstraits la notion de continuité, il nous a fallu 
supposer qu’on ne donnait pas seulement dans chaque espace abstrait 1 50 
ses éléments ou points, considérés individuellement. en 
On supposait, en outre, donnée antérieurement a la notion de 5 oe ie 
continuité d'une transformation, une certaine définition des points. 0e 
(1) Les dimensions d'un ensemble abstrait (Math. Annal., Bd 68, 1910, p. 145). None" Mr 1 
appelons espace topologique abstrait un espace dont chaque point est un élément de = 
nalure quelconque, mais où une définition des éléments Paceuitalston des ensembles ee : 
de points de cet espace a été fixée. = 5e LE 


Se oe |. 


He 


ra! 


lea We eae à 
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d’ accumulation ou de l’opération de dérivation des ensembles par 
l'intermédiaire d’une généralisation de la notion de voisinage. — 

Pour arriver à introduire la notion de différentielle dans l'Analyse 
générale, il va être nécessaire de restreindre une fois de plus la 
généralité de I’ espace considéré. 

Avant de préciser en quoi consiste cette restriction, essayons de 
dégager ce qu'il y a d’essentiel dans la notion de différentielle. 

Dans le but de donner un point de départ moins empirique à l’intro- 
duction de la différentielle dans l’ Analyse fonctionnelle, M. Hadamard 


a formulé un premier principe. 


D'après lui, le résultat fondamental du calcul différentiel a la forme 
suivante : « La différentielle d’une fonction est une fonction linéaire 
des différentielles des variables. »-Il est ainsi conduit à considérer 
comme fonctionnelles auxquelles on peut étendre les méthodes du 
Calcul infinitésimal, toutes les fonctions U(y) dont la variation est 


une fonctionnelle linéaire de la variation de y ('). Il reste à définir ce 


que l’on nomme fonctionnelle linéaire : c’est une fonctionnelle 
distributive et continue. 

Dans la définition précédente, la variation de la tes y(æ) doit 
être entendue au sens de Lagrange, c’est-à-dire que c’est la différen- 
tielle pour 4 = %, d’une fonction y(a, «) dépendant d’un paramètre 
numérique « et égale pour 4 = a à la fonction donnée. 

On voit que i PERO de M. Hadamard appliqué a Pa sales 


# 


générale pourrait Ci exprimer ainsi : 


Supposons que nous ayons adopté une définition de la différentielle 
d’une transformation d’un nombre « en un point abstrait. Si l’on fait 


dépendre m d’un nombre «, toute fonction abstraite de m, M = ®(m) 


dépendra aussi du nombre «. On aura par exemple m= gla) et 


 M=®[g(a)]. Et il faudra ie d®[g(a)| soit une fonctionnelle 


linéaire de dg(x). 
- Ceci nous fournit une condition qui est bien dans l'esprit du Calcul 


_ différentiel; mais il reste encore à dire ce qui sera la différentielle 


d’une transformation m= g(a) d’un nombre variable « en un élément 


abstrait variable m. (Cette question ne se posait pas pour l'Analyse 


{45 J. HipamanD, Lecons sur le Calcul des Variations, t. 1, Paris, 1910, p. 288. 
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fonctionnelle où M était un nombre U, m une fonction numérique 
ordinaire Bye d’une LRQ e x et.où, pe conséquent, on savait 


dU 
définir pe et? 


Le principe ge M. Hadamard permettrait donc de ramener le cas de 


la correspondance M = ®(m) entre deux éléments abstraits au cas où 
le second élément m est un nombre. Mais il resterait à élucider ce cas. 

D'ailleurs, même dans le cas considéré par M. Hadamard, il nous a 
semblé qu'il y aurait intérêt à adjoindre au principe de M. Hadamard 
un autre principe destiné à mettre immédiatement en évidence l’im- 
portance de la notion de différentielle pour l'étude approchée de la 
fonction. C’est le suivant : la différentielle d’une fonction est une 
expression simple, approchée de l'accroissement de la fonction. Le 
qualificatif simple est précisé par le principe de M. Hadamard en y 


remplaçant toutefois la variation ou différentielle de I’ argument y de 
la fonctionnelle U, ‘par l'accroissement Ay de y sans intervention ue 


paramètre numérique a. Le qualificatit « approché » recevra une 
première précision si l’on dit que la différentielle d’une fonction doit 


être la partie principale de l'accroissement de cette fonction. Mais pour 


éviter les objections élevées contre cette condition dans le cas 
classique des fonctions d’une variable et visant les cas où la dérivée 
est nulle, nous préciserons ainsi le sens du mot partie principale: 
La différence entre la différentielle et l'accroissement de la fonction 
doit être infiniment petite par rapport à l'accroissement de la va- 
riable. 

L'analyse précédente conduit alors AR 
riques à la définition que nous avons donnée en 1917. | 


Une fonctionnelle ®(m) admet une différentielle pour |’ argument my 
s’il existe une fonctionnelle o(Am), linéaire par rapport à l’accrois- — 


sement Am de l’argumeat m,, qui ne diffère de l'accroissement 


correspondant AD(m,) que par une quantité infiniment ne par | 


rapport à l’accroissement Am, de l’argument. 

Pour achever cette définition, il “suffit de préciser : 1° qu'une 
fonctionnelle (5) est linéaire quand elle est continue et, en sure 
distributive, c’est-à-dire telle que l’on ait identiquement 


FT 1+ bs) = (D + 9 (6): 


4 
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2° que le nombre A®(m,) sera considéré comme infiniment petit par 
rapport à Am, s'il est infiniment petit par rapport au nombre qui 
mesure l’écart entre les éléments m, et m, + Am. 

Enfin, bien entendu, la différentielle de ®(m) en m, sera précisé- 
ment 9(Am). | 

La définition est alors complète dans l'Analyse fonctionnelle — ‘où 
D(m) est un nombre — lorsque l'argument m est une. fonction 
ordinaire. Il suffit de choisir pour Pécart de deux fonctions m(a) 
et M(x) une définition en rapport avec la nature des fonctions 
envisagées. | 

Par exemple, lorsque m varie dans le champ des fondétions continues 
sur un intervalle fixe J, on prendra, pour l'écart de m et m,, le 
maximum de |m(z) Sonate sur J. Lorsque m est une fonction — 


_ arbitraire de carré sommable sur J,-on prendra pour écart 


4/ [ime —maritae, ; 
J 


La définition de la différentielle dans l'Analyse générale. — Nous 
allons voir qu’on peut étendre sans modification la définition donnée 
plus haut aux fonctionnelles qui sont, aussi bien que leur argument, 
de nature quelconque, c’est-à-dire aux transformations d’éléments 
abstraits en éléments abstraits.. La seule difficulté consiste à préciser 
le sens à attribuer aux différentes parties de cette définition. C’est en 
Je faisant que nous serons amenés à restreindre la catégorie des 
ensembles abstraits transformés et à transformer, sans pourtant avoir 
à définir la nature de leurs éléments. + 

Si la définition est bien choisie, elle nes ‘appliquera qu’à des trans- 
formations continues; nous prévoyons donc qu'on devra avoir défini 
d'avance dans chaque espace l'opération de dérivation des ensembles. 
Mais cela ne sera pas suffisant. 

Nous remarquons qu'en regardant la différentiolle d’une transfor: 
mation comme une (ES nano simple, approchée, au voisinage 
d’un point, de la transformation donnée, nous sommes sûrs de rester 
dans la voie tracée par les créateurs de la notion de différentielle d’une 
fonction et nous. pouvons attendre de cette Done généralisée 

Ann. Éc. Norm. . (3), XLU. — Ocrosre 1925. 7 -38 


/ 
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les mémes services qu’a rendus la différentielle rome dans un 


domaine plus restreint. C’est seulement dans l'interprétation de la ee : 


définition que nous risquons de faire fausse route. 


_ Analyse de la définition de la différentielle. — Reprenons donc 
en détail la définition de la page 296 en donnant à la fonction- : 


nelle M —®(m) la signification d’une transformation univoque de 
points #2 (formant un ensemble e) d’un espace abstrait en points M 
(formant un ensemble E) d’un espace abstrait, distinct ou'non du 
premier. 
. On peut représenter cette définition sous la forme symbolique 


. 


ECTS : A®(m,) — dD(m,)—0(Amo) 


où nous employons la notation o(...) empruntée à la théorie des 
fonctions pour indiquer que o(Am,) est infiniment petit par rapport 
à Am, ; et où d®(m,) est une fonctionnelle linéaire de Am,. On peut 


aussi représenter symboliquement la LENS des fonctionnelles 
_ linéaires es 9(8) par la double condition 


(II) (E+ bs) = (81) + 9(E): 


© (II) Si € est voisin d’un ensemble d'éléments M 2(8) est voisin de 
I ensemble d’éléments 9(7). 


Il reste à interpréter ces trois Coates 


Tout d’abord, m, et m étant deux positions de m, qu onde hu 4 


par accroissement Am, de m, am, lorsque m n’est pas un nombre? 


On pourra s'inspirer de la géométrie vectorielle usuelle où cet — 


accroissement ne serait antre que le vecteur géométrique mm 


Alors Am, est un vecteur abstrait du premier espace, AM, = = AG(m,) ae 
est un vecteur du second espace, d®(m,) = (Am) est un vecteur du 
second espace transformé linéaire d’un vecteur du premier. Et pour — 


interpréter completenent la signification du premier membre de (1), 


il faudra supposer qu'on ait antérieurement adopté une définition de se 
la différence entre deux vecteurs du second espace, à savoir ici 


ABUS) — o(Am,). | 
D'autre part, la condition (Il) suppose qu on à donné un sens a la 
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somme de deux vecteurs E & du premier espace et a la somme de 


deux vecteurs 9(&, ) o(&,) du second espace. 


On voit alors qu'un moyen très général — sinon le plus g général: — 
de donner les significations qui viennent d’être précisées consiste à. 
supposer que les deux espaces considérés sont des espaces abstraits af fines 
au sens que jai indiqué ailleurs et que nous rappellerons plus loin. 

Mais nous n’avons pas encore tenu compte de la condition (III). 
Celle-ci n’acquerrait de sens dans les espaces affines tels qu’ils sont 
habituellement définis que si l’on ne faisait tendre un élément ou 
point abstrait vers un autre que suivant un chemin rectiligne. Si l’on 


veut restituer à la notion de continuité toute sa portée, nous serons 


donc ici amenés à admettre que les deux espaces abstraits où varient — 
m et M sont non seulement affines mais topologiquement affines au 
sens que nous avons précisé ailleurs. Cela se traduit par une nouvelle 
restriction qui sera rappelée plus loin. 

Enfin, reste à interpréter la signification de o (Am, ) dans l’ apali ite 6(1). 
C’est un vecteur A du second espace qui dépend d’un vecteur A = Am, 
du premier espace. Et le vecteur abstrait A doit étre infiniment petit 
par rapport au vecteur A. Dans l’espace topologiquement affine le plus 
général, on peut attacher a chaque vecteur un nombre Zo qu'on peut 


_appeler longueur ou norme de ce vecteur. On pourrait donc être tenté 


de dire que le vecteur abstrait À est infiniment petit par rapport au 


vecteur abstrait À si la norme ou longueur de A est infiniment petite 


par rapport à celle de À. Mais on sait que, dans un espace affine, les 
valeurs absolues des longueurs n’ont pas de signification propre, que 
seuls importent les rapports de deux longueurs et encore, en les 
supposant prises sur la même droite abstraite ou sur deux droites 
parallèles. I] faut done donner une définition plus stricte du sym- 


bole o(Am,). Un moyen très général consistera à supposer que, dans 
chacun des deux espaces topologiques considérés, les points 
-d’accumulation peuvent être définis au moyen d’un écart numérique. 


Nous entendons par 1a qu’à tout couple de points A, B, on peut faire 
correspondre un nombre(A, B)50o — nul seulement si A et B ne sont 
pas distincts — de sorte que A soit point d’ accumulation d’un 
ensemble de points B, si la borne Dur des écarts Ge èl positifs 


est nulle et réciproquement: 
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Alors la bienibenion du symbole Sr ‘sera Re da 


suivante : le vecteur M,M, = o(m,m) devra être tel que le nombre qui 
mesure l'écart de M, et de M, soit infiniment petit par rapport au ay 
‘nombre qui mesure l'écart de mo et de m averse ce dernier: tend a 


vers zéro. 
Ainsi, nous voyons qu’ on pourra définir la différentiabilité dt une ot 
transformation M = F(m) de points m d’un espace abstrait en points M Ke 


d’un espace abstrait, toutes les fois que ces deux espaces sont des _ 

espaces topologiquement affines où la définition des points d’ accumu- | 

lation peut ètre donnée par l’intermédiaire d’un écart numérique. 

TA Toutefois, on est obligé pour ces espaces d'établir une distinction; es) 

ake _ au premier abord subtile, entre la longueur et l'écart. Cette distinction 4 
| est dans la nature des choses comme on pourra le voir par les 


exemples de tels espaces (Ew, 3R, ...) que nous avons donnés. “PTS Es 

ÿ ailleurs (‘). Mais au moment Thon la notion si importante ¢ de. eee 
différentielle d’une transformation d'espaces abstraits en “rs ee ss e 
abstraits, cette distinction risque d’égarer l’esprit sur des détails non ee 
essentiels. Nous nous bornerons don dans la suite au cas où CEE 8 ne 
espaces abstraits considérés sont des « espaces (@) vectoriels »,.- ex: 4 
espaces un peu moins généraux que « les espaces £ topologiquement à En LA 

affines » considérés ci-dessus et un peu plus généraux que les espaces 5 

; définis par M. Banach (? ) et “UE nous appellerons « ips (@)= eave 
vectoriels complets ». pe re 

Résumé. — Nous allons dans la suite rappeler la daha précise FAITES 

des espaces considérés plus haut successivement et formuler la Fa PES 
définition correspondante de la différentielle d’une transformation = 
d’ensembles abstraits. Nous étudicrons ensuite ses propriétés. Dans 

un second Mémoire, nous définirons les transformations d'ordre FER 

entier et les différentielles d'ordres supérieurs. Dans toute cette Ce. 

étude, nous utiliserons, — sans avoir beaucoup à y changer pour en: aie 

étendre considérablement la portée — un grand nombre des raison-  : 
_nements présentés dans nos quatre mémoires : Une définition ms 
OR À > 2 ES 

(1) Les espaces topologiquement affines (deta mathematica, ile Arr EI ee at ae 

Fe: _ (*) Fundamenta Mathematicæ, 1. NI, 1922, P. 133.5 j 444 ca eh a a En 


HT 
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fonctionnelle Fo polynomes (Nous. Anes de Math., À. 9, 1909); Les 
fonctionnelles continues (Ann. Ec. Norm. sup., t. 26, 1909, p. 193); 
Sur la notion de différentielle dans le Calcul fonctionnel (C..R. Congrès 
Soc. sav., 1912, P: 45); Les fonctions d'une in finite de variables 
ÉCER, Congrés Soc. sav. 1909, p. 5). 


® CHAPITRE I. 


ESPACES ABSTRAITS ET TRANSFORMATIONS PARTIELLES ABSTRAITES. 


Définition d’un champ de vecteurs abstraits. — De nombreuses défi- 
nitions axiomatiques des champs de vecteurs ont été données qui ne 
différent que par quelques variantes. Nous nous. arréterons a la 
suivante : 

Nous appellerons re de vecteurs un système composé d’un 
ensemble o d'éléments de nature quelconque (et que nous appellerons 
vecteurs) et de trois opérations portant sur ces éléments et sur des 
nombres, opérations représentées par les symboles +,., |...| et 
_ soumises aux conditions suivantes : tet 

Soient E, n, C trois vecteurs quelconques du champ 5, a et b des 
nombres quelconques (' iy 


aad 1 estunélément bien déterminé du champ o;2°§ +yn=y+6&; 

0 +) +o =F+ (Hy +6); 4 6 st y=t + entraine Torte 
om il existe dans le champ © un vecteur qu’on peut désigner par O tel 
que €+0O=6; 6° a.f est un vecteur déterminé du En MOD) 
Mim--octa.c—anchtrainenté=";8 {20 et. a. = b.E.en- 
_traînenta = 6;9°a.(E+y) =a.£ +a.y;10°(a+b).E=a.E+b.8; 
11° 1.6 =£; 12° ab.6=a.(b.f); 13° |§| est un nombre Zo appelé 
longueur de Ë; he JE] = 0 équivaut a§ = 0; 15° a. f= [al &}. 


Définition d'un espace abstrait affine. — Nous netlioroue espace 


abstrait affine un système composé d’un ensemble d'éléments de 


nature quelconque appelés points abstraits et d’un champ ¢ de vecteurs 


(1) Pour éviter des complications qui sont secondaires relativement à l’idée essentielle 
de ce Mémoire, nous ne définirons a.ë que pour @ réel. 
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associé à cet So de façon à réaliser les conditions suivantes. 
Appelons couple ordonné de points, deux pas abstraits pris dans 
un certain ordre. | 


I. A tout couple ordonné A, B de points abstraits correspond un 
vecteur déterminé £ du champ o ct l’on exprime cette correspondance — 


par la notation AB = &. 


I. Étant donnés un point abstrait A quelconque et un vecteur § : 


quelconque du clang a, il existe un por abstrait B et un seul tel 
que AB =&. 


Ill. Quel que soit le point re AAA = 0: 
IV. Quels que soient les points abstraits A, B, C, on a 


FB=AC+CE. 
Par analogie avec l'espace Re on peut aussi HET dans 


un espace FAT affine des droites abstraites, des translations 
abstraites et des homothéties. 


On appellera droite abstraite passant par deux points abstraits dis- 
tincts A et B, le lieu des points abstraits M, obtenus en faisant varier 


le nombre p dans la LES 


On appellera translation abstraite déterminée par un vecteur 
abstrait €, la transformation ponctuelle qui fait correspondre à un 
point abstrait M, un point abstrait M’ par la relation 


MM'=t. 


On appellera horathesie HA de centre A et de rapport k, la 
transformation ponctuelle qui fait correspondre a un point abstrait M. 


un point abstrait M” par la relation 


AM’ = k. AM (!). 
> -_ i mm = : = 
(1) On peut généraliser de la même façon un certain nombre de définitions d'éléments 


géométriques euclidiens et de leurs propriétés. Voir Sur une nr Sanaa 
des espaces abstraits affines (Ann. Soc. Math. polonaise, 1925). 


es 
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Intervention des considérations de continuité. — Nous avons fait 


remarquer ailleurs (*) qu’un ensemble à peu près quelconque, E, peut 


être considéré comme ensemble des points abstraits d’un espace 
affine. (Si, par exemple, E a la puissance du continu, il suffit de lui 
faire correspondre l'ensemble des points d’une droite euclidienne et 
de lui associer un champ de vecteurs de la méme façon qu’aux points 
de la droite.) La notion d'espace affine n'offre done un intérêt que 
lorsque les opérations +,,,|...| effectuées sur les vecteurs de l’es- 
pace considéré sont en relation avec la nature des points de l’espace 
affine. En particulier, la nature de ces points détermine sinon logique- 


ment, du moins pratiquement, la façon de traduire dans l’espace 


considéré la notion de voisinage des points de l’ensemble. 

Par conséquent, il n’y aura intérêt à adopter une façon de consi- 
dérer un ensemble de points comme espace affine que si cette façon 
est en relation régulière avec la définition adoptée dans cet ensemble 
pour le voisinage dé ses points. 

Un cas simple est celui où le voisinage plus ou moins étroit de deux 
points de l’espace considéré peut être apprécié numériquement par 
un nombre et même plus précisément quand l’espace considéré est 


un espace (@). 


Nous disons qu’un espace où une certaine définition de la conver- 


Bence d’une suite de points a été adoptée est un espace (®) lorsque : 


A tout couple de points A, B de l’espace correspond un certain 
nombre (A, B) =(B, A)2o qu'on appelle distance de A et de B. 

(A, B) = o équivaut à dire que A et B ne sont pas distincts. 

Lim (A, A a o équivaut à dire que A, tend vers A quand » tend 


vers ST HS 


Quels que soient les points A, B, C, ona 


(A; BJSCA, G) + (C, B). 


Ceci. étant, un cas particulièrement rie quoique tres général, 


ou le champ vectoriel associé à un espace (@) est en Acton directe 


et naturelle 2 avec les notions de GOT RITES sur cet espace est le suivant. 


a 


_ (1) Les espaces topologiquement affines (Acta mathematica, 1925). 


vecteur AB soit a a la distance de ses extrémités A, B. Autrement — 


vectoriels, les notions de longueur et de distance. On peut même plus ms 
généralement considérer des espaces abstraits ave où le voisinage Le: 


, sion que nous voulons donner à la notion de différentielle et qui est . 
GA objet essentiel de ce Mémoire. Nous écarterons donc les difficultés — 
accessoires en nous bornant, pour définir la différentielle, au cas des — 
| transformations ponctuelles fare (®) vectoriels en Seapets de | 
même nature. es Td - k 


tion V = W(¢) qui fait correspondre, à chaque vecteur » d’un RSC 
de vecteurs abstraits défini comme plus haut, un vecteur V d’un champ 


d’abord distributive, c'est-à-dire telle que, pour tout couple # Fa de. 


_W(v)| tende vers zéro quand || tend vers zéro. | 2 
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per M. S. Banach dans le Tome IT ie Fundamenta Mathematice, et 


rieur, parce qu'on peut y définir et y étudier sans trop de complica- ae 


Elle agit être ensuite continue, c’est-à-dire telle que RACE we) eee 


Nous appellerons espace (®) Sectortels un | espace a) auquel on 
peut associer un champ de vecteurs, de sorte que la longueur. de tout 


Li 2e rey <5, 
“ > 


AB| = (A, B). eg ae 
fParmi les tac (o) vectoriels figurent ceux qui. ont été étudiés à 


qu'on Est appeler espaces (@) vectoriels complets . ah “3 
Il n’est pas indispensable de confondre, comme dans les espaces ( (@) LE 


ne peut s'exprimer numériquement. — ES 3 
Nous étudierons ces espaces plus généraux Res un Mémoire ulté- pren. 


tions les transformations ponctuelles abstraites d'ordre entier. = À 
. Mais nous désirons mettre bien en lumière la simplicité de I’ exten- 


On trouverà des exemples de tels espaces dae le Noa de 
M. Banach cité ci-dessus et dans notre dernier Mémoire du Bull. Cal. w 
cutta Math. Soc., 1925, sur « Les espaces vectoriels abstraits RENE 4 < oa 


1 
ae 


Trans formation come nr = CHR une transforma- Enr 


analogue de vecteurs abstraits, les deux champs étant aistinets ou non. — 
Nous dirons que cette transformation vectorielle est linéaire si elle est 


vecteurs du premier champ : 


Wo 3) = (0) WH). À DU = D 


tende vers zéro quand |», — ¢,| tend vers zéro, ou encore telle que 


On None de la distributivité qu’ en prenant pour fs le vecteur 0 


~ 


| tincts ¥,, »,, ... telle que 
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du premier Te on à | ; 
P(e) = P(e.) + W(0); 


done le franefornré W(0) du vecteur O du premier champ est le vec- 
teur O du second champ. 

On conclut aussi de la distributivité et par un raisonnement bien 
connu que l’on a 
(1) Wane) sr. (97, 


quel que soit le nombre rationnel 7. Alors grace à la continuité de LE 
cette égalité reste vraie à la limite pour les ue irrationnelles de r. 

L'identité (1) nous permet de prouver maintenant une propriété 
utile des transformations vectorielles linéaires : il existe un nombre K 
indépendant du vecteur ¢ tel que 


PEC) ISK 1 
En effet, dans le cas contraire, il existerait. une suite de vecteurs dis- 
I] B(x) | > 2 I] eal: 
as — ÿ,, On aurait une suite de vecteurs w,, 
Il nln 


Ways .., telle que |[æ,| = ip tende vers zéro et que pourtant — 


En posant w, = 


EG) > vn, 
qui ne tend pas vers zéro. | 


Trans formations ponctuelles abstraites. — Soient M — - F(m)une trans- 
formation d'un point m d’un espace (®) vectoriel en un point M d’un 
espace (@) vectoriel, m, une position particulière dem et M, = F(m,). 
On peut ramener la annee ponctuelle M = F(m) à une trans- 
formation vectorielle en l’écrivant sous la forme 


M,M — =F (mF (m2) = = (mm), 
ou meme, en partant de points respectifs ues M, qui ne se corres- 
pondent pas, sous la forme 


M,M = ne @,(mm). 
Ann. Ec. Norm., (3), XLU. — Ocropre 1925. 39 
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On peut appeler accroissement de la variable de m, am le vecteur mm 

etaccroissement correspondant de la fonction le vecteur M,M. On peut 

désigner ces accroissements par Am, = m,m, AM, =M,M = AF(m). 
En employant la notation m, =m + mm, = m + A,m, ona 


A, F(m) = F(m)F(m + A,m). 


En envisageant A,F(m) comme fonction de m, on peut de méme 
considérer un accroissement A,[A,F(m)] de cette quantité, corres- 
- pondant à un second accroissement A,m de m. D'où 


A, A,F(m) = F(m + A,m)F(m + A,m + A,m) —F(m)F(m + A,m) 


= Fin Aim)F tm + Am + A,m)—F(m)F(m+ A,m) 
= A,A,F(m). 


On définira de même en général l'accroissement d’ordre n, A,, 
Ai, ---» A,F(m) correspondant aux accroissements successifs 
A,m, A,m, ..., A,m et indépendant de l’ordre des indices. 


Transformations ponctuelles du premier ordre. — Nous appellerons 
en général transformation ponctuelle d'ordre n, toute transforma-. 
tion M = F(m) continue et telle que l’accroissement d’ordre n + 1 de 
la fonction F(m) A,4,A,... A, F(m) soit identiquement nul, c’est-a- 
dire égal au vecteur O du second champ quand les accroissements 
A,m, ..., A,,,m de la variable varient de façon indépendante. 

En particulier, M = F(m) sera une transformation du premier ordre 
si A,A,F(m)=0, c’est-à-dire si la transformation, toujours supposée 
continue, est telle que $ 

E(m + &:)F(m + & + &2) = F(m)F(m +-&), 
quels que soient les vecteurs £, et £,. En posant pour m fixe 


W(E)=F(m)F(m+E), 
on aura ( 


(2) WE + 61) = W(E) + WE). 


D’autre part, en disant que F(m) est continue, nous entendons 
que || F(m)F(m, || tend vers zéro avec ||mm,||. De sorte que W(£) sera 
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non seulement distributive en vertu de (2), mais aussi continue. Par 
suite, W(é) est une transformation vectorielle linéaire. En employant 


pour M une notation similaire à m,— m + mm,, nous aurons donc 
pour toute transformation M = F(m) du premier ordre 


» 


F(m +&)=F(m)+ (6), 


ot V=W(e) est une transformation vectorielle linéaire. La réci- 
proque est évidente. 

En employant la terminologie géométrique que nous avons utilisée 
ailleurs ('), on observera que toute transformation du premier ordre 


transforme toute droite en une droite, tout plan en un plan, deux 


droites parallèles en deux droites parallèles, etc, 


Composition de deux transformations du premier ordre. — Considé- 


rons une transformation du premier ordre du point « dans le point m 


m= m',+W, (aio). 


Et cherchons quelle est la transformation, résultant de la succession 
de cette transformation et de la transformation du premier ordre 


A N=N,+ (mm). 

© (mm) = VO) vf ad], 
N=N, + [Wi (a, on )]. 

Quels que soient les Se S15 x du champ des a 


WLW (Er + ba) = PLE) + WZ) = VEY, (1 ye wee, (22) 1, 


donc W[(W,, (Ë)] est distributive. Elle est d’autre part continue. Fina- 


lement, la composition de deux t) "ans formations ponctuelles du premier 


ordre fournit une transformation du premier ordre. 


a 


(1) Ann. Soc. Math. polonaise, 1925, loc. cit. 
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CHAPITRE Il. 


PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS ABSTRAITES DIFFERENTIABLES. : 


Défi inition de la différentielle d'une trans formation ponctuelle 


- abstraite. — Conformément aux explibations, que nous avons données 
dans l’Introduction, nous dirons qu'une trans formation ponctuelle | 
M=F(m) d’un point m d'un espace (®) vectoriel en un point M dun — 


espace (®) vectoriel, distinct ou non du précédent, est differentiable au 


point m,, sil existe une trans formation vectorielle linéaire W(Am,) de - 


l'accroissement Am, de la variable, qui ne diffère’ de l'accroissement 


correspondant AF(m,) de la fonction que par un vecteur (Ame or). 


infiniment petit par Be a a Am,. 
On a ainsi 


(3) : AF(m5) = Y(Ams) + 0(Am,), 


la notation o(Am,) signifiant que le rapport € de la longueur du 
vecteur o(Am, ) à la longueur du vecteur Am, tend vers zéro avec cette 
dernière longueur. On peut exprimer cette propriété en remarquant 
Muse SPs es | “Cj 
o(Am,)—||o(Am,)|.U =e |] Ams |]. U, £ ÿ à 
U étant un vecteur du second espace dont la longueur est égale à 
l'unité. | 

Remarquons que pour © appliquer la definition précédente, i n'est 
pas nécessaire de supposer que la transformation M=F(m) soit 
définie pour toute position de m. Mais nous supposerons qu’elle est 


au moins définie au voisinage de m,, C'est-à-dire que mn, soit intérieur 


à l'ensemble e de point m sur lequel F(m) est définie. Dans ce cas, en 


effet, on va pouvoir prouver facilement que si F(m) est différentiable 
enm,,un y a aucune trans formation vectorielle linéaire®, autre queW, 


qui puisse jouer le rôle de WV. 


En effet, W(Am,) — O(Am,) poral étre infiniment petit par 


rapport à Am,. Or, en posant » = [aml I ‘Amy, on a 


[|W (Am) ~0(Am)I|_ Te) PA 
Am? |] nos ren 


LA NOTION DE DIFFERENTIELLE DANS L’ANALYSE GENERALE. 309 


x 


Ce dernier rapport, qui est indépendant du nombre || Am, ||, devrait 
tendre vers zéro quand ce nombre tend vers zéro; il est done nul et, 


par suite, on a bien 
W(Am,) = 0(Am,). 


La transformation vectorielle linéaire W(Am,) est donc seule de 
son espéce; c’est une transformation simple approchée de la trans- 
formation du vecteur Am, dans le vecteur AM,; nous l’appellerons /a 
différentielle de K(m) en m, et nous la réprésenterons par dF(m,). 
Finalement, on a 5 


ira : AF (m,) = dF (my) + €|| Ang ||.U | 


U étant un vecteur (du second espace) dont la longueur est égale à 
l’unité et e un nombre qui tend vers zéro quand la longueur ae Am, 
tend vers zéro. Ù 

On voit aussi qu'ona 


F(m) 2s Ro se W (m,m)| + é|| my m || U 
de sorte que la transformation du premier ordre 
(4) Are | NS Fm) + Gen) 


peut être considérée comme une Te atio ot de 
la transformation M — F(m) au voisinage de m,. On peut l’appeler la 
transformation du premier ordre tangente en m, à la transforma- 


‘tion M=F(m). 


Cette facon de parler, utilisée en élasticité, rendrait service méme 
dans I’ Analyse classique où elle rendrait certains énoncés plus intuitifs. 
Par exemple, soit M—F(m”) une correspondance entre points de 
l'espace euclidien. Elle se traduit par trois relations numériques entre 


les coordonnées 


nee Xe Fi Ga. Sag raed 8); L=F;(2, y, #). 


La ‘transformation considérée sera différentiable au point Bos Yo Bo 


si les fonctions Fite; le sont, et la transformation du premier ordre 
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tangente en ce point est définie par 


oF, oF, Fi. 
(6) dX = Gy de + Ft dy + 53 


à a Pe Si Oe 
: à : ‘ ee, DR ry RS 
On dit généralement que si le déterminant jacobien Say 
, food 

différent de zéro au point æ,, ¥), 39, la transformation (5) est 
biunivoque au voisinage de ce point. Il serait aussi rigoureux et plus 
intuitif de dire que si la.transformation tangente à la transforma- 
tion (5) au point x, Yo 3, est biunivoque, la transformation (5) elle- 
même est biunivoque au voisinage de ce point. 


est 


Composition. des transformations différentiables. — IL résulte 
évidemment de la définition de la différentielle que si la transforma- 
tion M = F(m) est différentiable en m,, elle est aussi continue en y. 

Considérons maintenant la transformation M = G(«) qui résulte de 
la succession (de la composition) de deux transformations différen- 
tiables, m= g(a) effectuée sur un espace ® vectoriel et la transfor- 
mation M=F(m) envisagée prébédènment. On. a la relation (3) et 
une relation de méme forme 

mm, = W, (aa; ) + 0,( a, ); 
LÉ MM; = W[W, (a0) | + 02( a0); 
d’où : 
(aa) = Yo) +0(m,m). 

IL est bien manifeste que WW, (a a,)] est une transformation 
linéaire comme W et W, (voir p. 307), il reste à voir comment se 
comporte 0,(%)a,) quand a, tend vers «,. Or, d’après l'alinéa précé- 
dent et la définition de o, il existe deux ombres fixes h et k et un 
nombre € tendant vers zéro avec || x, a, || tels que 


WPCONSANOL HEC) Is Alle, lo, Coeoer,) || = elle, ll 
d’où | 


iis | mom ||S(k+ 8) || oer |e 


(K+ e)} ll aoa ||, 


RTE ale oa lle [° Cr )| 


| Ay Qy mm. mom | 


EN De LR SONY EL LL LR RS Roe 
: ‘ ; Ny x 
9 
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d’où l’on déduit que 0, (x, x, ) est infiniment petit par rapport à|\x,«, ||. 


Ainsi la composition de deux transformations différentiables successives 
donne une transformation différentiable. De plus, la différentielle 


de F[g («)] est W(W,(a,«,)]; done la différentielle de la fonction de 
fonction F| g(«)] s ae la composition des deux trans formations 
différentielles successives de F(m) et de g(a). On peut aussi dire que 
la transformation du premier ordre tangente en «, à la transformation 
ponctuelle composée F | g(a) |, s'obtient par la eomposelior des trans Jar 
mations du premier ordre, tangentes pee à g(x) en % et à 


F(m)en m, = = 8(%)- 


oe — - Dans le cas particulier de la transformation identique 
m=m, la différentielle de m est évidemment son accroissement. 
Car Am est bien une transformation linéaire Am et elle ne differe pas 


de l’accroissement de cette fonction particulière. On a donc 


dm = Am 


lorsque m est la variable indépendante et, par conséquent, on a aussi 


dM og a= es W(am), 


: toujours quand m est la variable indépendante. 


Or on a vu que si m est une fonction de «, qui est différentiable 

comme F(m), ona 
d[F(g(a)] = WLW, (Aa)] et dm=W (Aq), 
d’où PE 
dM = dF gta) ]= (dm). 

cee lorsque Ww (Am) est la differ entielle d'une fonction abstraite M 

de m, la relation 
dM - = W (dn) 


a lieu, non seulement quand m est une variable indépendante,, mais 


méme quand c'est une fonction différentiable d'une autre variable 


abstraite œ. 


Variable numérique. —: Gonsidérons le cas particulier « où « est un 
nombre réel. Il peut être regardé comme appartenant à un espace () 


DLL | MAURICE FRÉCHET: 


~ 


vectoriel, celui formé de tous les nombres réels, avee une pies 
tation évidente des vecteurs. | No 
Alors si m—g(x) est une transformation de cet espace en un 
ensemble appartenant à un espace abstrait (®) vectoriel quelconque a 
et si la transformation m = g(«) est differentiable, on aura | 


Am = Y,(Ax) + w Aa.U, 


w étant un nombre qui tend vers zéro avec Aw et U étant un vecteur 
unitaire. Et puisque W, est linéaire et Ax est un nombre 


W, (Aa) = Aa.&(a), 
ou E(a) est un certain vecteur de l’espace de m. D' où, finalement, 


Am = Aa. E(a) +o Aa. U 
et par suite 


3 I y 
(8) | tek Sat ORD 
On voit que la différence des vecteurs = Am et E(æ) estun vecteur : 
dont la longueur |w| tend vers zéro avec ” ce qu'on peut exprimer 
sous la ee 


di m Rh = 
Pecpae Re heer s(a). 

On peut dire que £(x) est la dérivée géométrique par rapport au 
paramètre « du vecteur abstrait qui joint le point abstrait m à un point 
fixe æ. Ou mieux, que c’est le vecteur abstrait qui représente la vitesse 
_ abstraite du point abstrait m se déplaçant sur une trajectoire abstraite 
et arrivant à sa position au temps «. Dire que la trans formation m— g(«) 
du nombre « en un point abstrait m — ou la be base ee paramétrique 
d'une courbe abstraite — est différentiable, c’est dire que si à est le temps, 
le mouvement a liew avec une vitesse vectoriellement déterminée Eu), 


dé fi inie comme la limite du vecteur à —-Am lorsque Am tend t vers zéro. 


Remarquons aussi que l’on a, Ds (5), 


AS qT ERGO 


née] Lo) 
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ce qui donne, lorsque Ax tend zéro, légalité numérique 


om || An |] 
IE (æ)||= ee o | Ae | . 
En particulier, supposons que la fonction m=g(a) soit une 


Soustalte BONG, c’est-à-dire ue m reste SUR x varie 


par suite la dérivee ae de la ethan n= ee est eonstanient le 
vecteur O. 

Réciproquement, si la dérivée €(«) est le vecteur O pour toutes les. 
valeurs de « dans l'intervalle J, la fonction g(« a) est une constante 


ean: En effet, la longueur 


Ile(a)e(a)Il 


— où % est un point fixe de l'intervalle J et « un point variable —, 
est une fonction numérique P(a) et l’on a 


P(a+Ax)—P(«)| </e(a)e g(a + Aa)|. 
Aa rl Ac 


Or le second membre tend vers ||&(«) || qui est nul par hypothèse. 
Donc P(a) est une fonction numérique dont la dérivée est nulle dans 
l'intervalle J. Elle est donc constante. Ainsi la distance de g(a,) à 
chacune des positions de g(a) est la même; en prenant « —«,, on 
voit que cette distance constante est nulle. Finalement, g(x) est un 
point abstrait fixe quand « varie sur J. 


Nouvelle notation. — Revenons au cas d’une variable abstraite m. 


| Les notations W(dm) et dF(m) pour la différentielle ne mettent 


chacune en évidence qu’une des données qui déterminent la différen- 
tielle. On aura donc souvent avantage à désigner la différentielle 


de F(m) correspondant à un accroissement a de m par la notation 


dam E ‘(m Ve 


Variation. — Si nous revenons à la composition des transforma- 
tions M — F(m); m= g(a) dans le cas où « est un nombre, nous 


| yoyons que si F et g sont différentiables, la transformation composée 


Ann. Ec, Norm., (3), XLII. — Ocrosre 1925. ho 
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M=F[g(a)] est differentiable et que si les différentielles sont 
dM = W(Am) et dm— W,(Ax) = Aa. (a) la différentielle composée 
sera 

W[Aa.£(a)]. 


En appelant Ax.Ë(a), la « variation » de m, en la désignant par om, 
et en posant W(Am) = dx,,F(m), on voit que la variation de M sera 


0M = 08m F (m). | 


Ce sera, en particulier, une transformation linéaire de la variation 
de m, résultat classique dans le Calcul des Variations. 


(10) 


Digression. — II est intéressant de voir, sur un exemple, le sens de 
cette proposition. Prenons pour espace où varie m l’espace (2) des 
fonctions continues sur un intervalle fixe (x,, æ,), et pour valeur de 
la distance de deux « points » de cet espace, le maximum de la valeur 
absolue de leur différence. Prenons pour F(m), en supposant que m 
soit une fonction numérique de la variable numérique x entre a et a, 


F(m) = fm) dx. 


Il est manifeste que F(m) est une- transformation linéaire et par 
suite que 


OAmF =F (Am) ef Am(a) dx. 


Si done m(x) est remplacé par une fonction m(a, «), on aura 


af m(x, a) dx = din LEA an dx 


0 ~ Xo 


avec 
Om = my (a, a) da. 


* Mais la démonstration suppose que m est differentiable par rapport 
aa, c'est-à-dire que 


Am = m(x, a+ Ax) — m(x, «)= Aa.Ë(x, a) + Aa.U, 


À 
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w tendant vers zéro avec a et U étant un vecteur unitaire. C ela ut 
dire que 


m(x. D Aa) RE. LV 
Aw ce, a) 


tend vers zéro avec Ax. Or 


MÂLE, a+ Aa) — m(x: a) 
Aa 


mi(x,a+ Aa) —m(x, a) 
Ax 


—E(æ, «)|< E(w, a). 


Donc m(x, «) doit d'abord être dérivable en « pour chaque valeur 
de x. Mais, de plus, le rapport + ro — E(x, a) doit tendre uniformément 


vers sa limite zéro. On ajouter que Ë(x, «) doit appartenir à 
l’espace (2) : cela est une conséquence de l'hypothèse précédente. 
Ainsi nous voyons que la formule connue : 


of m(x, «)dx el Om(a, a).dx 


0 


est, ici, établie en supposant non seulement que m(z, «) est continue 
én x et PRES a, mais encore que la dérivée m, est la limite 


unt forme de 5 2 quand Aa tend vers zéro. On remarquera que, par le 


détour de la ee des ensembles abstraits, nous sommes amenés à 
exprimer sous une forme aussi simple et plus générale que celle qu’on 
donne d’habitude, la condition de dérivabilité d’une intégrale dépen- 
dant d’un paramètre. On suppose en effet ordinairement que m(a, «) 
est dérivable par rapport à &, non seulement pour la valeur considérée 
de «, mais pour les valeurs voisines et que m,(x, «) est continue 
par rapport à l'ensemble de x et de «. Ces conditions entrainent 


1 : sf Am . (4 LA 
- Ja condition que a tende uniformément entre x, et x, vers sa 
limite E(x, «)=m,(xæ, a) pour la valeur « considérée, mais : la 
réciproque n’est pas vraie. 


Fonctions abstraites constantes. — Supposons que la transformation 
| » © M=F(m) 


soit définie quand m» reste à une distance £R d'un point fixe mo, 
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met M appartenant respectivement à deux espaces @ vectoriels a et À 


distincts ou non. 
Nous sommes maintenant en mesure de généraliser une propriété 


fondamentale des différentielles numériques : la condition nécessaire 


et suffisante pour que la fonction abstraite M=F(m), supposée 
différentiable sur tous les points de la sphère abstraite 5, Imml<R, 


soit une constante abstraite, est que la différentielle de F(m) soit 
identiquement nulle sur cette sphère abstraite. Nous entendons par là — 


que le vecteur 4F(m) est le vecteur O attaché al’ espace A lorsque & 
est un vecteur quelconque attaché à l'espace a et que mest un PE 
abstrait quelconque de la sphère x. 

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu elle est 
suffisante. En effet, soient m, un point de X et m un point du segment 
abstrait MyM. On aura | 


MyM = à.Mom avec 4 GS a5F 
Cf, pee suite: pour une variation Ac, ; 
| Am = Aa. Mo My. 
Alors i ici Om = bat, Mam et la formule (10) devient 


oM= == do Or F ( m). 


Or m appartient à la sphère x et l'on a 0:F(m) =o pour tout — 


vecteur . Donc M=F(m) est une fonction abstraite de « dont la 
dérivée par rapport à & est nulle identiquement quand « varie de o ar. 


D'après le lemme établi, page 313, il en résulte que M est fixe quand — 


m se déplace sur le segment abstrait m,m,. Comme m, est un point 
quelconque de &, il est finalement établi que M est fixe quand m est 
arbitraire dans la sphère 2. 


‘On déduit de la proposition précédente que. st VE F(m) est défi 


sur un ensemble ouvert d’un seul tenant, e, el si F est diférentiable sur cet 
ensemble, la condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction 


soit constante (c'est-à-dire que M soit fixe quand m décrit l’ensemble ec) 
est que la différentielle de F, %F(m), soit identiquement nulle. C’est- 
à-dire que 0;F(m) soit le vecteur O attaché à A, quand m ein? e > et 


quand § est un vecteur quelconque a attaché à a. 


# 
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Dans l'énoncé précédent, quand nous disons que l’ensemble 
ouvert e est d’un seul tenant, nous entendons par.là que, pour tout 
couple de points m,, m, de e, il existe au moins une suite d’un 
nombre fini de sphères appartenant à e dont la première contient m,, 
dont la dernière contient e, et ayant chacune au moins un point en 
commun avec la précédente. 


Fonctions de plusieurs variables abstraites. — Supposons qu’un 
point M d’un espace (@) vectoriel dépende de plusieurs points m, n, ... 
en nombre fini et appartenant chacun à un espace (@) vectoriel; on 
pourra écrire M = Fm, n, ...). Il s’agit de définir la différentielle 
totale dF de cette fonction de plusieurs variables. Pour cela, il nous 
suffira de montrer que l’ensemble des points m,n,... peut être consi- 
déré comme définissant un point & d’un espace (@) vectoriel en 
relation simple avec ceux où se déplacent m, n, .... Il suffira alors 
d'écrire F(m, n, ...) —®(u) et de prendre pour différentielle de F 
celle de ®. Nous préciserons plus loin cette indication. 

Définissons d’abord l’espace où se meut le point %, comme un 
espace (@) vectoriel. Deux couples ordonnés de points u,, et u, pi 
détermineront deux segments dirigés équipollents si les segments . 
dirigés correspondants m,m, et mm, n,n, etnin,, ... sont à la fois | 
respectivement équipollents. L’ensemble des segments dirigés 4,1, 
équipollents à un segment dirigé u,v. détermine un vecteur 2, p.. La 
somme de deux vecteurs ¢,, #, correspondant aux vecteurs £,, Gates 
UW, .. appartenant aux espaces respectifs décrits par m,n, ... est le 


vecteur correspondant aux vecteurs E+ &, 4, +... Ht si vest un 


nombre quelconque, x., est le vecteur qui correspond à æ.6,, 
æ.n,, .--. Enfin, on peut donner plusieurs définitions de la distance 
de deux points p,, u, telles que m,, m, ... tendent simultanément 
vers 7%, m,, ... quand cette distance tend vers zero et reciproque- 


ment. Par exemple, on peut prendre 


[eral = [] mem] + rl. 
On voit alors facilement que 


lemme lot eel, 
pales + lees ll 
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—— 


et que la condition nécessaire et suffisante pour que ||, us| = 0 est 
que uw, et p, coincident. 
Par analogie, une transformation vectoriclle 


V=W(é, n, ...) 


sera linéaire par rapport à l'ensemble des &, n, ... si elle est distribu- 
tive et continue par rapport à cet ensemble. C'est-à-dire qu'on aura 


(11) y (Ey Es, 1; + Na, we ae eee Qi; $ 53) + W(é,, Ney x) 


et que 3 
l'Eau 2 < ) E Sas Mages dl 


tend vers zéro quand 
lé El  l|m2a—nilf, --- 


tendent simultanément vers zéro. 
Mais on tire de l’identité (11) 


WE ni Ge ER or 0 ee MO nee 
LACS cee) (0; N, O, tars ) = 0; 0, 0, «<«), 


ER O35.) a= WCE, Os …)+W(0, Vig Or HER OE 


Ainsi, si W(Ë, n, ¢, ...) est linéaire par rapport à l'ensemble des &, 
yy --+, C'est d’abord une somme de transformations O(Ë) + x(n), -… 
ne dépendant chacune que d’une variable et l’on voit facilement que 
chacune d'elles doit être linéaire. La réciproque est vraie. 


Différentielle totale. — Définissons maintenant la différentielle 
d’une fonction de plusieurs variables abstraites 


M—F(m, AE À 


Nous dirons que cette fonction est différentiable au point (m,, ny, ..), 
si, considérée comme une fonction ®(.) de l’ensemble ordonné u. des 
variables m,n, ..., elle est differentiable au point pe (Wg, figs see) 
Alors, il existe une transformation vectorielle linéaire de l’ensemble 
des accroissements Am, An, ..., qui ne diffère de l’accroissement cor- 
respondant A® que par une quantité infiniment petite par rapport — 
à ||Am||+ ||An||.... Cette transformation linéaire est la somme de 


. 
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transformations linéaires séparées @(Am), (An), .... De sorte qu’on 


doit avoir finalement 


(12) AM = AF (nu, no, +) = O(Am) + 4( An) +...4 e(|| Av |] + |] An|[+..:).U 


où U est un vecteur unitaire et où < est un nombre qui tend vers zéro 
avec ||Am||+-||An||+.... Etla différentielle totale de F(m, n, ...) sera 
la somme des transformations linéaires @(Am), y(An), .... Remar- 


quons qu'en faisant varier seulement, n, par exemple, l'égalité (2) 


devient 
AM = y (An) + «|| An||.U. 


Par suite y(A7) est « la différentielle partielle » de F(m, n, ...) 
considérée comme fonction de n. On pourra la représenter par la 
notation dx) F(m, n,...). De sorte que finalement lorsque m, n, oe 
sont variables cs 


(13) | AE LR) ON EM yt, oy.) + OU ECO oy ess 


Ainsi, une fonction F(m, n, ...) différentiable par rapport à l’en- 
semble des variables m,n, ... est différentiable par rapport à chacune 


_ d’elles, et sa différentielle totale est la somme des différentielles partielles 


par rapport à chacune de ces variables. Il y a lieu d’ajouter que la réci- 
proque n’est pas vraie, même dans le cas classique où M, m, n, ... 
sont des nombres. 

Lorsque l’on prend pour F successivement chacune des variables 


indépendantes m, n, ..., on voit que 


dm = Am, dn=An,..., 


et par suite dans le cas général 


(14) | dF (m, ny D Op F (m,n eee Lets ees oe | 


Changement de variables. — Cette formule est démontrée en suppo- 
sant indépendants les points abstraits m,n, .... Nous allons mainte- 
nant démontrer qu'elle subsiste lorsque m, n, ... sont à leur tour des 
fonctions différentiables de nouvelles variables «, 8, ..., pourvu qu'on 
remplace dm, dn, ... dans la formule (14) par leurs expressions 


en fonction de du, dB, .... On a par hypothèse la formule (12), et de 
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méme 
Am = dm + «(|| Ae |] + |] AG] +...).U,, 


An =dn +e,(|[Az|]-+|]AG|| +.--).Us, 


d’où en substituant dans (12) 
(15) AM = @(dm)+ 4(dn) +...+0 


avec 
wo = O(e,7.U,) + %(e27.U2) +...+e( Am + |] An |] +...).U, 


en posant 
| r =|] Aa|| +||A8| +... 
Or on a 
[Am || S|] dm |] + [el r. 
Mais dm est une somme de transformations linéaires 


dm = g(Aa) + p(AB) +..., 


et l’on a vu que chacun des rapports 


[p(Aæ)] Jp AB) Il 
RENTREE 


a une borne supérieure finie; en appelant # la plus grande d’entre 


elles, on aura 
D: dm || S|] ¢( Ax) || + |p (AB) I] +... Shr. 
0 
lAm£r(k+lel), 


et par suite, il existe un nombre fini K > 0, tel que 
(Bye || Am |] + J]An|]-+...S7(K +] e,|+]e)]-+...). 
De méme 

]@(e17.Us) + x (er. Us) +... [Sr 1611 (Os) + [eal lx (Us) || +. 


En appelant H un nombre convenablement choisi, nous savons 


qu’on aura 

pe OCU) EH, lx (Us) ISH, …, 
ou 

| O(e,7.U,) + y(e,7.U,) +... [Sr A (je +le|+...), 


LA NOTION DE DIFFÉRENTIELLE DANS L’ ANALYSE GENERALE. mont 


et finalement 
lol£r{(lel+H)(al+lel+..,)+Klel|. 


Or si r tend vers zéro, ¢,, ¢,,... tendent vers zéro et comme 


. d’après (16), | Am || + |] Ar] + ne nd aussi vers zéro, il en résulte 


que € tend aussi vers zéro, donc le facteur en accolade tend vers zéro. 


Par suite 
D TAN, 


où 7 tend vers zéro avec r et où Vest un vecteur unitaire. PSE (13) 


prouve donc que 
O(dm)+y(dn)+..., 


quand on y remplace dm, dn, ... en fonction de du, dB, ..., repré- 
sente la différentielle te Mea (m, n, ...) considérée comme fonction 
de a, 8, .... C’est ce que nous avions annoncé. 


Differentielles d'ordre supérieur. — Une étude complete des propriétés 
des différentielles d’ordre supérieur nous entrainerait trop loin. 
Nous nous contenterons ici d’indiquer la définition de la différen- 
tielle seconde. | 


ae nition de la différentielle seconde. — Soit encore M = F(m, n, ...) 
une fonction abstraite de plusieurs variables abstraites, les points M, 
m,n, ... étant chacun variable dans un espace (@) vectoriel parti- 
culier ou commun. 

On dira tout naturellement que F(m, n, ...) a une différentielle 
seconde si : 1° F a une différentielle première; 2° si, quels que sovent les 
accroissements Am, An, ... qui servent a former cette différentielle 
premiere, celle-ci a elle- aoe une différentielle par rapport à de nou- 
veaux accroissements A’m, A’n, ... indépendants des précédents. 
Cette nouvelle différentielle sera la différentielle seconde et l’on voit 


qu’elle dépendra de m, n, ... et de deux systèmes d’accroissements 


indépendants, NAT he tN Tg APT, ie 0 


Kerivons la différentielle première de F sous la forme 


rh I a LUF (me, nn ae.) = OÙ in F (7, NAN Es RE 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIL. — Novemsre 1925. At 
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Par hypothése, dF a, quand Am, An, ... sont fixes, une différentielle 
première qu’on peut appeler d’dF par rapport à des accroissements A’m, 
A'n,.. de m,n, .... En particulier, il en sera ainsi quand on prend 
tous les premiers accroissements nuls, sauf l’un d’eux. Done si F a 
une différentielle seconde, chacune de ses différentielles partielles. du pre- 


mier ordre 
ote F(m, Ny «+ dr OXF (Cm, n, . a So 


est differentiable. La réciproque est vraie, car on aurait 
A! AD Fm; ing SJ ORF Om, ne) EAN 
(et de méme pour les autres différentielles partielles) en posant 


R=— || Am || + [Aa] +... 


e, tendant vers zéro avec R, et V, étant un vecteur unitaire. D'où, en 
ajoutant 


A'dF (m,n, ...) = d' OKO F(m, n,...) + d OF (m, a, ...) +... +eR.V, 
V étant un vecteur unitaire et e tendant vers zéro avec R puisque 


ER VER NM LR VIE, 
avec 
le }S}e,) 461 es] ae. 


Donc d'dF existe et l’on a 
d'dF = d' OK F(m, ny as) ed OF (my Ay aa) aa ee 


Or si l’on pose pour un instant (puisque pour caleuler les d’, on laisse 
les A fixes) 


PP Nes.) BOR FOR Ree rn). 
on aura 
d'o(m, n, »..) = OX, O(mM, A, ...)+0Kp(m,n, ...) +... 
D'où | 
d'dF— Of, OKME(m, n, ...) + LOF (m,n, ...) +... 
+ OR ORE (Cm, ny oe.) AR AYE (my nye.) +... 


based. MAL ws Ad 4 


ol af Res 5 ity 


(15) 


un nt, eb dire fib hts bon Se à à MO. NRC CUS 
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$ É L , A 4 , 
qu on pourra aussi représenter par la notation abrégée 


d'dF = DA A EC; n, .) FO Am EU; n; wer) 
OA hn E(m; ns.) + ORG ECM, CCR le 


L 


Finalement, on voit que d’dF est une somme de termes dont chacun est 


linéaire par rapport à un des accrotssements Am, An, ... et aussi linéaire 


_ par rapport à un des accroissements Am, A'n, .... Chacun de ces termes 


est une différentielle partielle du second ordre de F ('). 

Si l’on supposait que tous les premiers accroissements Am, An, 
fussent nuls, sauf un seul, et que tous les seconds accroissements 
A’m, A'n, ... sont nuls sauf un seul, la différentielle totale du second 
ordre de F se réduirait successivement à chacun de ces termes. 


t 


(1) On écrit d'habitude la différentielle seconde d’une fonction de deux variables numé- 
riques en égalant les deux systèmes d’accroissements. Mais cela ne devrait pas en faire 


oublier la véritable origine. 


SUR LES 


_ TRANSFORMATIONS HERMITIENNES ET QUADRATIQUES 


Par M. pe SEGUIER 


L'étude des groupes linéaires conservant une forme bilinéaire ou 
quadratique dans un champ de Galois, a été faite d’abord par C. Jordan 
dans son Traité des Substitutions, puis par M. Dickson dans ses Linear 

. Groups. Vai repris et poursuivi cette étude dans deux Mémoires du 
Journal de Mathématiques (1916 et 1919) (‘). Je voudrais ici montrer 
comment, en partant des résultats obtenus dans un champ galoisien, 
on peut faire l'étude des mêmes groupes dans d’autres champs. Jeconsi- 
dérerai principalement le groupe hermitien dans le champ des nombres 
réels et complexes et le groupe quadratique dans le champ des nombres 
réels. On obtient ainsi en particulier très simplement les propositions 
établies par M. Giraud dans le premier Chapitre de sa Thèse (?). On 
pourra aussi consulter sur ces sujets les mémoires de M. E. Picard : 
Sur les formes quadratiques binaires indéfinies à indéterminées conju- 
guées (Annales de l Ecole Normale, 3° série, t. 1. 1884) et Sur les formes 
quadratiques à indéterminées conjuguées (American Journal of Mate- 


matics, vol. 11, 1889). 
i I. — Préliminairess. _ 


1. Je désignerai par le champ considéré, par e(v) =e’ le champ 


(:) Je renverrai au Mémoire de 1916 par le nombre I, et à celui de r919 par le nombre IT. 
Au n° 44 du premier Mémoire, au lieu de « car les normalisants... », il faut lire « car, 
pour v > 2, Cy41| Gi est abélien dans B(n, x), mais ne l'est. pas dans G (2v, x) ». Je 
renverrai aussi à mes Éléments de la Théorie des groupes abstraits par la lettre Æ, et a 
‘mes Éléments de la Théorie des groupes de substitutions par la-lettre 8. Les notations 
non précisées dans ce qui suit sont celles de ces deux Ouvrages. 


(2) Ann. Ee. Norm., 1915. 


= 
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qui s’en déduit en lui adjoignant la racine v d une équation quadratique 


irréductible dans €, et généralement par wu la conjuguée d’une quantité u 
de 2’. Si e est le champ 9% des nombres rationnels, 2(u) varie avec v, 


ce qui n’a pas lieu quand & est un EU galoisien ou le champ oy 


des nombres réels. Dans ce dernier cas, © ‘est le phase x! des nombres 
réels et complexes. 


J'aurai à considérer certains groupes dont les éléments dépendent 
d'un nombre fini de paramètres variant d'une facon continue, les para- — 
_ mètres du produit de deux éléments Deponsans analytiquement des 
paramètres de ces deux éléments. Je dirai qu’un tel groupe est paramé- = 


trique. Ceux dont chaque élément peut se réduire à 1 par variation 


continue sans sortir du groupe, $ seront dits continus, et les autres semi- 


continus ('). Ils ‘agit, dans ces définitions, de groupes abstraits (les 


seules variables qui interviennent sont les paramètres). Mais, aucune 


confusion n’étant à craindre, j'identifierai dans le langage les groupes 
concrets avec les groupes abstraits isomorphes. On sait qu'un groupe 


paramétrique dépendant de r paramètres essentiels variant dans’ ou 

dans 9, est toujours de la forme 2,Gs,, G étant continu, a7 paramètres 
essentiels et unique dans l'(je dirai que G est le diviseur continu 
maximum de V'), les s;, em nombres fini ou non (mais dénombrables), Oe a 
ne contenant plus de paramètres variables, et les Gs, étant prema a. 


entre eux deux à deux(?). 


- M. Cartan a déterminé les groupes continus de », et toc qui n ont. 
aucun diviseur normal continu (*). Dans ce qui suit, il sera tenu compte © 


des diviseurs et groupes facteurs non continus aussi bien que des divi- 


seurs et groupes facteurs continus. Les mots simple et isomorphe n’au- 


ront donc plus le même sens que dans les travaux de Lie et deM. Cartan. 
De même, le groupe d’une forme bilinéaire ou quadratique ne sera 
sr comme dans ces travaux, supposé continu. 


Quel que soit ©, le groupe Ets o)= =L(n)=L des substitutions 
(1) Je prends ici le mot groupe dans le sens habituel (E., 8, 22) qui est un ipa vhs 


restreint que celui de Lie. 


(?) Lie-EnçGez, Theorie der Transformations gruppen, t. I, Chap. XVII (p. 315-316, 
331- -332) coll. Ch. 24, — Brancui, Lezioni sulla Teoria dei gruppi continui finiti di Trasfor- < 


maziont, § 30, 44, 46. Les raisonnements valent pour Ib, comme pour 90. 
(3) Thèse 1894; et Ann. ras aii: 1914. 


% 
À 


“uy wea” 
? CL où 


—— Seems se 


ae eee ye et 
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linéaires homogènes à 7 variables x,, ..., æ, et a coefficients dans €, 
a évidemment pour diviseur normal le groupe U(n, ¢)=U(n) = 


formé de ses substitutions de déterminant 1, et le groupe : 


des similitudes de U est normal dans U comme dans L. On voit 


- comme lorsque € est galoisien (S., 83) que U dérive des substitu- 


ons Uy, = |%;, E+ hæy] (C Ah; les variables non écrites étant inal- 
térées), et que tout diviseur 1 normal dans U sans être <@ coincide 
avec U ('). Donc U| @ est simple. 7 

Je désignerai par £(r, ©) = +£(n) = £, O(n, e) = O(n) =9, les 
groupes détruits de L, U respectivement en regardant les variables 
comme homogènes. © —=U|0 est simple (?). 

Sie est ot, ou dt,, L est continu, d’après sa définition, et tU l’est 
aussi, d’après la forme de ses générateurs w,,, (?). 


ee 


(1) Une pelite modification doit être apportée ici à la preuve du lemme que si I 
contient wiz), il contient U. On voit comme lorsque © est galoisien que I contient toutes 
les wiz,—ho2, * parcourant ©. Or on verra au n° 2 que l'équation a?— 8? = c est toujours 


résoluble dans 2G, 
-_ (*) Comparer Lik-ENGEL, On evt,, t. I, p. 560; t. IT, p. 6 (les démonstrations subsistent 


dans 9). On voit que la simplicité du groupe projeelif (et de même celle du groupe 
gauche dont il sera question tout à l'heure) dans 9, et IG) était virtuellement établie, 
avant les recherches de Lie, par celles de C. Jordan dans le champ de Galois (Traité des 
substitutions). 

(3) La substitution infinitésimale générale de U est une combinaison linéaire des substi- 


0 : . à 
tutions Ne di et Yin = di ek nn oa (Liz-ENGEL, Op. cit., t. I, 


Chap. 26). Le groupe fini engendré par Xix est formé des w;x,. Le groupe fini engendré 
par Yix est formé des 


Dj je 
= MRK. 
: ey Na 
En posant | a” 
p 5 ; Li hep 
~ Up Ui Wik), = Wir = ag D 
tete ae 


On-a Mig, = PKI PKA: Mais les Y;; sont nécessaires pour former la euianituiion infinitésimale 
correspondant au commutateur 


ay (++ dp?) ep prea; 


uni, UE Un Vin = 
wie lien HR Wik y Apr ai (i u)xr 


oe coincide au second ordre près avec mize quand À et » sont infiniment petits. Les 


_ seuls diviseurs normaux continus de L sont U et le groupe S des similitudes (1.1z—-ENGEL, 
loc. cit.). Leur p. g. c. d. est ©. On remarquera que 


À x) ane ANan—-1) No Rx n | = DIE Mf, K+, le 
? 2 


esl PERS S en même pase que dans @ dès que À" = 
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Soient H(n, 2) = ARE — H le groupe (groupe RENTE des substi- 
tutions linéaires de 2’ qui conservent la forme 


b= BY (LiVi— Yi Fi) + NOL) Lo, 


(n = 0 ou 1:0—U— 0; n—2%+ 7); 


H°(n, 6) = H°(n) = HAE groupe des substitutions de H dont le. 


déterminant est 1; 3(2,e) = K(n) = 3 et H°(», ©) = ge? (n) = 5° 
les groupes déduits de H, H° en regardant les variables comme 
homogenes. 
H dérive de H° et des 
; Æ1 pry 
i aS py | 


~ En effet, soit cu? + bu +c’ = o l'équation vérifiée par v re »etsune 
substitution de H.Ona il = = 1 0u,enposant |s| = f+ En g étant 
dans e, cf? bfg+e¢'g?=c. Or on peut déterminer p = p, + vp,, 


o, et p, étant dans e, de manière que le déterminant £ 6 de m;, soit égal 
a f+ vg, car cela revient aux deux équations 


(f—1)epp—(bf—e'g)p=o, 
— Spor (f+ 1) pi=0, 


dont le déterminant ¢(f?—1) — bfg +c'g? est prackdenibnt nul. 
Alors sm; est dans Hy, donc s dans H°m,,. ee 
He? derive des, u, ¢ (1, 6, 8), et l’on voit comme dans I, 13(') quetous 
diviseur normal de Hou de H°, non formé exclusivement de st, 
contient H°. Donc &!° est simple. 
Soient G(n, 2) = G(n) = G le groupe (groupe gauche) des substi- 
tutions de © qui conservent la forme E'(æ,y; — y,æ;) (n = 2v), les a, 
. Ji étant cogrédientes aux æ,, y,; G(n, ©) =G(n) =G le groupe déduit 
de Gen MT les variables comme homogènes. 
G denne dest, u, V (1, 19) qui ont toutes le déterminant 1 (les v 
n'interviennent que si n > 2); done G(2) = U(2). Le groupe D des” 
similitudes de G est d'ordre 2, et G|D==G est simple (I, 21). 


“() A la premiére ene du n° 13, au lieu de n2 4, il faut lire » >3, et à la page 301, — ie 


dans l'expression de 8, il faut remplacer (1 — Aes Bis )y par (re Nés Bis ra. 


~~ 
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Sit Q(n, C)=O(n)=0 le groupe des substitutions de © qui 


conservent l’invariant quadratique à » variables 
a= zy; +, y), 


(x, y) =ca?+ bay + c'y* étant irréductible dans e, ou se rédui- 
sant à cx* ou ao. Ici encore ceux des résultats obtenus dans J, 26-28 
où n'intervient pas l’ordre de € subsistent res Je rappellerai 
seulement que Q dérive des substitutions 


ab ms oe 
Dee = > Va “ie 
Ae as Vivace age 
ee si Y dépend de x, | 
Vorm= 6 | Xe Jx— bAy —o2ckx—clx, 


1 si Y ne dépend pas de x; 
oe Y—AYn 
a, Cr+ bha+achy—c'My, 


si | dépend de y, 
Vzo1 — = 


1 si pouepene pas de y, 
(t, ko; À est dans 2; les variables non écrites sont inaltérées) et 
duvercupe A dede do, Pi; si beeen, : VW \1,1, 


4 —=|x,— |; si L est irréductible, en posant — 


De) yy x(a —vy) (xx =, v=v+_i, viv, isso) 


BY Fe de Eee æy| et des substitutions ola lane by | 


oll pp—= 1, p De e’. Je poseral, POUL f= OF es VS 


fi ay =d, (d=18i $=0;h=4sib=cx'), 
HET J : : 
dj,d,, oe An Ja TRE d, à d = D. 


; Soit Q*(n, e) = Q°(n) «3 Q° le diviseur de Q formé des substitu- 


tions de déterminant 1. On a évidemment Q=Q°+72,Q°, ¢; étant 


_ une quelconque des ¢. De plus Q° dérive des V, U, W et fee m, et 


le p. p. c. m. des V, U, W y est normal (I, 28-32). 
Je reprendrai d’ailleurs les notations déjà employées (I et A) qua 
conservent un sens dans les champs considérés ici. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLU. — NovEMBRE 1925. | A2 
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II. — Groupes hermitiens. 


2. Dans le champ >, des nombres réels el complexes, on peut, 
par transformation linéaire, ramener toute forme hermitienne a 
n variables à l’un des types 


> ; » ; = eee 
EX; Xj — 2h XX, (et, eS ae te 


qu'aucune substitution linéaire de %, ne peut ramener à un autre; 
rest le rang, À l'indice d’inertie, et le plus petit vy des deux nombres 4, 
r — h la caractéristique de toute forme réductible au type considéré 
par une substitution linéaire de x. Le groupe d’une forme hermi- 
tienne de caractéristique y contient toujours une substitution de 
forme canonique monome où v multiplicateurs ont un module >1 
(d’ailleurs arbitraire), y autres étant les inverses des conjugués des 
précédents et les multiplicateurs restants étant de module 1 (d’ailleurs 
arbitraires) (*), et cette substitution ne conserve aucune forme de 
caractéristique << v (?). 

Donc les groupes des deux formes hermitiennes de caractéristiques 
différentes, ne peuvent étre transformés l'un dans l'autre par une substi-- 
tution linéaire. 

Comme le groupe d’une forme a est évidemment aussi celui de la — 
forme — a, on peut supposer h2r — À =y. Je supposerai de plus ici 


Se 
quer =n. On aura donc AZ > etn — k =v. 
Prenons maintenant les variables 


. I 
EX + Ries), ¥p=Xi—Xagy (= ss, v), 


Xvi n= 5K Mr weg h—v). 


Les types à considérer sont les types 


; 1 . À 2 
a=e+ où 9= spel (MI Viki) Vas SS grep 
(1) Par exemple, avec les variables qui vont être introduites, la substitution qui 
multiplie 24, ..., ay respectivement par Ay, «2+, Mk] > 1), ya. y respectivement 


par Aït, ..., 49", et les = par des multiplicateurs quelconques de module r. 
+ (2) Loevr, N. 4. H,,t.11;:1898, p.-409. — Voir aussi pe SéGuIER, J. M, 1909, p. 25-27. 
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, . nv , mn ‘ 
y étant un des entiers 20 et < a Ayant étudié les cas oun — 2v =0, 1, 
nous pouvons supposer n — 2y72. 

Je désignerai par H le groupe de a dans 9’; par H' son diviseur 


formé des substitutions de déterminant +1; par H° son diviseur 


formé des substitutions de déterminant 1; par I’ le groupe des simili- 
tudes de 3; par J, J' et J° les p. g. c. d. respectifs de I’ avec H, H', 
H°; par D le groupe dérivé de la similitude d de multiplicateur — 1; 
par H le groupe de a =o dans ov, c’est-à-dire le groupe des substi- 
tutions de x qui multiplient a par un facteur [ce facteur sera néces- 
sairement dans , et, si y =o, positif (I, p. 283 et 288)|; par 3, 5c’, 
3°, 3¢’ les actions respectives de H, H', H°, H’ sur les rapports des 
variables, et, de plus, en posant Ÿ; = 2:44, par H, le groupe de o +4; 
par Hz, le groupe deb, + ),¢ k); par H}, Hj, les diviseurs respectifs. 
de H,, H;, formés de substitutions de déterminant +1; par Hi, Hy, 
ceux formés de substitutions de déterminant r. k 

J est formé des similitudes de multiplicateur e®, 6 étant réel quel- 
conque, J' de celles de J où 0 est multiple de x, c’est-à-dire où les 
multiplicateurs sont racines de x?" = 1; J° de celles où les multipli- 
cateurs sont racines dex” =1, 

_H dérive de H° et des x, = | 4, p3x| (pe = 1) où, & étant choisi arbi- 
trairement >> y reste fixe, o variant seul; car si « est une substitution 
deH, donc | «&| = 1, il suffit de prendre p —|«f"' pour que at, soit 
dans H°. ea : 

_ Siv2r, H dérive aussi de H° et des 


où 9 seul varie, A étant choisi arbitrairement <y; car si « est une. 


substitution de H, il suffit de prendre À =|a| pour que «mi; soit 


dans H°. 


3. En particulier, pour r =1, done v= o, H dérive des substitu- 


tions | 2,, ez,|, 9 parcourant x,. Done H est alors isomorphe au 


sroupe additif des nombres réels, et H° est le g, engendré par|z,, — 2, |, 
group | 
Soit n= 2. — Comme nous supposons 7 —2VZ2, On à ICI Y— 0, 
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done a= = 3,3,-+ 3229. Pour qu’une substitution 


3, az+ 82, 
32 YB, +0 


de déterminant 1 conserve a, il faut et suffit qu’on ait 
a+ y} =1, BB+dd=1, aB+yd=o0, ad—By=t. 


Les deux dernières relations résolues en «, y donnent, en tenant 
compte de la seconde, à = &, y = — 8. Donc H° est ici le groupe des 
substitutions 

31 43, +35, ! Bee 
DB See (aa+ BB =1). Ë 

Pour n>2, H° dérive des H?, et (si v>o) des H;. — En effet, 
soient s une substitution de H et Xe Ven Leries fonctions qu’elle 
substitue à æ,, y,, z respectivement. Si v > o, en multipliant « par 
des générateurs de H?, on pourra, comme dans I, 8, rendre égal à 1 le 
coefficient de x, dans X,, puis annuler le coefficient de x, dans X,, 
Mees Avg édite ba caves MIOES Papel s- Ne PC aa 
est ramené à une substitution de a — 27(2,y, — y,x,). 

Soit donc v = 0, et s = | 3, L,5;,3,|. Soit 


28 2x X38, +B, 
ok — 
5; —Bs,+ Xz, 


(aa + HS 


la substitution générale de H},. En multipliant s à droite par une C78, 
on remplace s,, pars), = %s,,+85s,., ets;, par 5, = — Bs,, + &5,, Sans 
altérer les autres &,. On pourra donc d'abord rendre s/,0. Sup- 


posons donc s,,o0, et cherchons à annuler s,,(si s,, 40). Il faut 
pour cela qu’on ait 


a= O54, C0 Si: G9 (S11$11 + SarSe1) = 1, 


et la dernière équation est toujours résoluble en 4 dans x. 
D'après la forme des générateurs indiqués, H et H° sont continus. 


4. Je dis que, pour n= 2, tout diviseur normal x a de H° coin- 
cide avec H°, 
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Soit d’abord n = 2 (donc y Ls 0, et posons 
a Cas Ces 0 = Toy nd: 
Alors id), 
Remarquons d’abord que la solution générale de «x + BB = 1 est 


a= e!%cosu, B = e' sinu (os ust; | |, [Bol 7). 


Les multiplicateurs e”, e~®(o<0<7) de Cua, ayant pour somme «+ &, 
sont déterminés par cos = cosa, cosu. Je dirai que 9 est l'angle de Ca. 


Si 527, on aa, |<0;si0 > - (done |a,|> Eh on a0<|æ,|£r. Il est 


clair que toutes les conjuguées de ¢,g dans H° ont le même angle. 
On vérifie directement que: 


; he Oak T 
Cys (ya ettrcose, 6 = ef sing; oS°553 | yo l lès 1£x) 
tranforme 7 en une C,8 (d’angle 9), où 
CL i(Yo+ do À 
à —=cosû +isinfcos2v,  B—e anne 


Comme cos9 = cosa, cosu, ces relations équivalent à 


A T\ € ; vy , “ 
(Yor 8 ~ 2) ; | sin &, COS u : sin 4. 
e = eibo COS2P = ———) sin2”= -—) 

| sind sin. 


la somme des carrés des deux derniers seconds membres étant égale 
al. +. H° transforme +, en une €,8 quelconque d’angle 0. 

i done X contient une Gg d'angle 9, il contient toutes les Cu8 
d’ oe 6 de H°, donc en particulier xs, donc toutes les To Cas ou Cag a 


l'angle 9. Or, l’angle 9 d’une telle 56,8 est déterminé par 


cos® = cosu(o, + 0) = cos?4 — cos sin 0 tang %. 


Soit d’abord 0 <0< ©, donc |ao|<9. Si % croit de — 0 à +, 
, qui est 20 et St, croit de o à 20. 


Soit maintenant 0 > © 57 donc S| a, Bus En posant st — 0 — 0", on 


‘aura cos p— cos” + Ne sind’ tanga,. Or, quand a, croît de 4 à x, 
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puis de —7 à — 9, tanga, croît de —tang@’ a + cuis e089 croit 
de cos 20’ à 1, eto roi de 20’ ao. 
En faisant jouer à 20 ou à 20’ le rôle de 0, et en répétant le raison- 


nement, on voit que X contient une Ce d’angle 2) donc toutes les Gg 


d'angle =, done en particulier toutes les Gg. Or, les produits de 


deux 8 parcourent les r,. Donc X contient toutes les C,, et en parti- 
culier d. Donc X= H°. 
Donc %:est simple. 


5. Soit maintenant n > 2 et y =o. Montrons d’abord que tout divi- 
seur X non <J° de H, normal pans H' coincide avec H°. 

Désignons par 0,4. la substitution qui multiplie z,, ..., &, 
par — 1 sans altérer les autres variables, et soit s =(s,,) une substi- 
tution de X hors de S 

Supposons d'abord que s ne soit pas permutable à toutes les 0,, et que, 
par exemple, la substitution s~' 6,50, =t=2,0,, soit #1: ¢ est évi- 
demment dans X, et 4, d’ordre 2. Si les coefficients s,,, ..., s,, ne sont 
pas tous nuls, on peut, en changeant au besoin la notation, sup- 
poser s,, #0. Faisons alors un changement de variables de la forme 


! 


2 Ph 
QE OR d = 
By = Chase tes. + Cen Sn PL RES à | 

s remplace z,(/23) par 


Cha ZT Sar81 + + «+ Chn DT Snr) = (Cha Sai + à + + Chn Sn1) 24 + Des) 0009 3h). 
Sa, étant 0, on peut déterminer les c,, de manière que 
CroSayte est ChnSni 
soit nul pour k= 3, ..., n. Soit alors s = | 3;, Us/,3)|; on aura 
| eh Pee PRO. 


Comme 0,50, remplace s, 3» +++, 3, par les mêmes fonctions que s, 
tet z, laissent z,, ++, 3, inaltérés. Or, soit m la matrice des coefficients 
des, dans les fonctions que ¢) substitue à z|, z,. Les multiplicateurs 
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D: det, sont ceux de m joints à n — 2 multiplicateurs égaux à r. Or, 4, 


estsemblable à 0,. Done les multiplicateurs de m sont égaux l’un à 1, 
l’autre ea — 1. Prenons, au lieu de z', =, des variables u,, u, res 
de z,, z, seuls, telles que m ait la forme canonique, t, remplacera uw, 
et u, par des fonctions de la forme ¢,u, +, ë, LE + de €, étant eal 


| NW Paye, Ga à —1, et ¢, élant une fonction de z Ben stant DUI IES ahi 
z des fe €, qui ie égal a 1. La condition # = 1 exige que Giese. Si 
_ alors &, est 4o as kh, prenons, au Hen de 24a, a eedeés 


variables Uy) +++) Un, fonctions de z,, ..., 3’, seuls, telles que {, = uy. 
Si ¢, = 0, écrivons-simplement u,, ..., w, pour z,, ..., z,. En omet- 
tant les variables inaltérées w,, ..., u,, t, aura l’une des formes 


uy — ty lige thy | ly Uy Uy —U + Us 


p] 
Us SU ee 


Us Ua Uy —ÙU) Us Us 


La première est inadmissible, puisque, par hypothèse, t= 1,0 est #1. 

La troisième se ramène à la seconde en canonisant son action sur w, 
| ‘ < Us . : 

3 . et u; (cela revient à prendre uw, —- — pour variables au lieu de u,). 


Les formes de 4 qui correspondent a aux deux formes restantes de ¢, 
sont, en changeant u, en — Us, 


Uy — Uy. 
«17 


U, Uy + Uy 


Ug — Uy Us Us 


La seconde forme est inadmissible, car a, pour étre conservée par elle, 
ne devrait pas contenir 4, ce qui est absurde. Done ¢ a la première 
forme, et a doit alors avoir la forme a, + a,, a, ne dépendant que 
= deu,, u,, et a, que de u,,..., u,. 
; és Or, comme v=o, on peut ramener, par un changement de 
Bu = variables, a, ala forme 3,4, + 23», et a, à la forme y He Sans 
ES is Ÿ altérer t(—=0,,). On peut même, en multipliant une des bles par 
un facteur arbitraire 9 de module r, multiplier le déterminant de ce 
- dernier changement de variables par p. On peut donc assimiler le 
changement de variables résultant de tous les changements de variables 
=a opérés depuis les variables HAE à une substitution § de H ow 
DU UE  méme de H° telle que 6757 "0, s0,ë £=—0,,. Donc X contient 0,,, done 


aussi 
| CA CLS RS 62678 = ¢2%—BB, 208 
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(c'est-à-dire si a=ecosu, B=e*sinu, Cy" "*"). Done X con- 
tient H.°, et, en transformant par des substitutions 


Sy Zs 


Trs — 3 > 


Bs ar 
chaque H},. Donc X = H°. 

Supposons maintenant s permutable à toutes les 0,. Alors s se réduit à 
une multiplication |w,3,, ee .….[(tl =1), et comme s est hors 


de J°, on peut supposer que © = pest #1. La substitution 
Ca NE Lt 


qui est dans X, est donc 1. SiuÆ£—1, X contient donc H,.. 
Si » = —1 contient, comme tout à l’heure, H,,, et l’on conclut de 
même que X = H°. 


6. Reprenons l'étude faite au n° 5 en supposant que, dans a, v(Z1) 


des 3,3; tels CAC AE 1 Énts TS Rae US OIPNE remplacés 


Dar ee ss yoy eee ae de A AÏOES par un changement des 
variables de a, et des variables de a,, on peut-seulement ramener a, 
à la forme + 5,3,+ 2, 3,, et a, à la forme 2} (+ z,,) sans altérer z. 
En opérant alors une permutation de z,, ..., z,, on peut ramener a à 
la forme primitive. Mais ce changement de variables transforme ¢ en 
une substitution de la forme [M où le nombre des indices A, w qui 
sont > n — y peut être o, 1 Ou (siv>1)2. 

Dans le premier cas, comme n — 2v est supposé 22, n — v Ver 


et l'on voit, comme au n° 5, que X contient toutes les s Git où À, & 


sont Sn — y. 

Dans le second cas, si kSn —vetl>n—v, X contient le groupe 
des substitutions de déterminant 1 de 2,3,+ 3,23, — 3,3, (ASn—v 
ét) (1) Done X contient 0, et l'on est ramené au cas précédent. 

Dans le troisième cas X contient de même le groupe des substitu- 
tions de déterminant 1 de 3,2, — 5,3,—3,3,(hASn —v;k,l> n—y). 
Done X contient 9,,, et l’on est ramené au cas précédent. 

En revenant aux relations du n° 2, on voit donc que X contient tous 
les H} et tous les Hs donc aussi is 


“ 
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7. Je dis maintenant que tout diviseur normal X de H° est normal 
dans H'. | 

Prenons a sous la forme Xc,3,23,(c, = + 1), et désignons encore 


par H, H', H°, J, J', J? l'expression de ces groupes par les variables 
actuelles. 


On peut supposer 7 pair, sans quoi H' = DHP, et Xe permutable ad, 


est évidemment normal dans H'. On peut évidemment aussi supposer 


X non <J. 

Comme 0, est hors de H°, unique conjugué -£ X de X dans H' 
est X’= 6,X0,, normal dans nt comme X,.et XX’ est normal dans H'. 
Donc XX’= H°. Le p. g.c.d. © de X, X’ est normal dans H', et XX‘|0 
est produit direct de X|@ par X/|0. Donc @ ne contient pas H°. Donc 
(0) divise J°, et, en prenant XJ° pour X, on peut supposer que GT? 


Soit p ne 5 | un Bene Oe de J°, w= (yg) une multiplication 
Geib tae le Con Le = (us) étant dans X, et & =(&,) dans X’. 
Posons 0,50, — E;, 0,£'0,— £,; £, est dans X et & dans X’. Commewest 
pérmutableà6,,onau—EË6,8, —£,6,p". Dope te a he Clic, ones oe 

On a donc des relations de la forme 


Se be EE 'o m — on, 


= stag m — pk, 
D'où ; 
Hire DORÉ Eh A A a DT, 
~ ou, en pai neue par 0,, 
we Bee ’ ee Var td psk, | Ena Epsre-: Bork, 


Done, en comparant Gi yset. (ayo ar, eb.c =e) ecrirar désor- 
mais p, pour 9”. 
On a maintenant, en développant l'égalité 0,60, = £'p,: 


Eke = Some Eng = — prêtes Ex prea. Need Oh 
Eap=prbap (a, BA). 

Faisons & = 1,2. On aura, pour «, es 7 ines, Da bape 

Sin> 4 (on suppose 7 pair), les &¢ où «, 6 sont > 2 ne sont pas 


(3) 


tous nuls (sans quoi |&| serait nul). Donc p,—p,, et de même 


0, = pa =... = Pn. En comparant alors les deux lignes de (3), on voit 
Ant Ee. Norm., (3), XLI'. — Novempre 1925. 43 
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que les &,, et les &, non diagonaux sont tous nuls. Mais alors & et ! RE. 


étant des A a sont Soda biet à 9,. Done &,= & et & = &. 
Done & est dans X, et Ë dine X’. Donc £ et £’ sont dans J°. Donc pv. 


serait nécessairement une similitude, ce qui est absurde Done X est 


normal dans H'. 


Soit n = 4, et supposons p,  p.. Alors les 4, où «, 8 sont > 2 sont 


nuls. Si alors ¢,# p, eto, # Ps, on a Eo a= o, d’où | |= 0. Done 
Mpa DM od Perel es | 


Soit p, = 9, et pi ps; ONC Si Sia eae Alors &,, Sis) Gis ë, 


sont # o sans quoi |&’| = 0. On a d’ailleurs généralement 
(4) Pop = S,Fastsa <= Debate <8 ee Bt, wry), 

et en 1 particulier, a’ apres CR 

(9) o= 2, Estp= DATA (GES A; a6): 


En faisant successivement «=1, 6=4; a—2, B=4; x =3, 


B—4;a—,B8—02; x — 4,8 =3,ontiredelhË, = 0,6, —0,Ë,—0, 


oe 0, us o. Dès lors (4) et (3) donnent 
Bi — pikisEla, 42 — Pass tna, | 


33 — — PrËsaËsss Bi — Py arate 
d'où yy = By, et Ur = Use Or cela est absurde, car on peut toujours 
prendre POMLS Rok s Baas Lire, quatre quantités distinctes (it suffit 


| Eur 
queluy|=1, etque II’ Par = 1; on peut prendre par exemple bu =e ° ). 
Donc, pour r = 4 et p, — Pas on ne peut avoir p, = 0, avec 9, = Ps: 

De même on ne peut avoir p, = p, avec p, # ps. 


Done, comme pourn>4, 0nap,=p,= 0,= = Pay et’ on constutde 


même que X est normal dans H'. 


Ainsi tout diviseur normal de H° non < jo coincide avec He. Dene 


H°|J° et se?== H°|J° sont simples. 


III. — ane quadratiques. 


aa Supposons d’abord que 2 2 soit le champ X des ee rations 
Soit n=2. Si Ÿ—=0 a a=x PAL le p. p. c. m. R des m; où À est 


4 0 x . . ape : c 
se réduire à 1, mais non à — 1, car Ÿ serait réductible), ct po tee SES 
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carré Hans de, est < Q° et normal dans Q°. Si d’ailleurs « et B sont 
deux nombres entiers, m ,=m,.7,4, est dans Rm,,4. Donc Q° 


2 


dérive de R et des my, où À parcourt — 1 et l’ensemble @ des nombres 
premiers positifs. Il est clair que Q°|R est un groupe abélien formé 
d’une infinité d'éléments d'ordre 2. 

St a =} est irréductible, on peut supposer que Ÿ = cx?+ c'y’, cet 
c’ étant des entiers positifs ou négatifs sans diviseur carré. Soit v une 


_ racine de cu?+c'—0o, et x — x; +ux, (% etx, étant dans ov) une 


solution de xx =, c’est-à-dire de L(u°, x,)= c?. En posant 
fy =Xx(t+ur), idee 


onaa—=x,y,, et Q° dérive des m,, où s = 5,+ US,, 5, ets, étant dans 
9, et vérifiant cs? + c's? =c. La forme rationnelle de m,, est 
1 


| & se a ay 
Moss = < 


VY —Sxr +5) 


Soit cc’ = Mc’, c} étant le plus grand diviseur carré de cc’ (M peut 


: a 


-La~ condition es) + c's? =c s'écrit s>-+Ms? =1. Posons 5, = ?? 


s = a, 8, étant des entiers premiers entre eux. On aura? + ME de 
ou (y + «)(y — x) = MB?. Soit Sle p.g. c. d. positif de y+ a, ÿ — x. 
Comme 6? divise MB?, 6 divise 8. Mais à divise la somme 27 et la 


différence 24 de y +, y—a. Robe Sigs ou 2. Soit g le p. g.c. d. 


(pris avec un signe arbitraire) de? et de M = gr; r divise 


i= Se et gX est premier à Comme d ailleurs XY = (5): 
Ô 


X est un carré w?, et Y un carré #*. Done | 


- 


ees 3 | 
() Se ees sie D Oi Msgr", ‘o=10u Di 


Mais qu et 7v sont premiers entre eux. Si done à = 1, il faut, pour 
os y ela soient entiers, que gu et rv soient impairs. Si à — 2, 1l faut, 
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pour que «, B, y soient premiers entre eux, que gu et rv aient des 
parités différentes. Inversement, si gu et re sont impairs, il faut, pour 
que «, 8, y soient premiers entre eux, que à — 1. Si qu et rv ont des 
parités différentes, il faut, pour que y et « soient entiers, que 6 = 2: 

Ainsi, q, r, u, 9 étant des entiers positifs, négatifs ou nuls, tels seule- 
ment que qu soit premier are, et à étant égal à 1 ou à 2 suivant que leur 
produit est impair ou pair, les formules (1) fournissent toutes les solu- 
tions a, (5, y en nombres premiers entre eux de «? + MB'= y*('). 

Soit R le p.p.c. m. des m,, qui sont des carrés dans Q°. Sis = p?, 
m,, étant dans Q, (la condition pp = 1 résulte de ss =r), et si 

8+ b's+1—=0 (— b'=s+$s—25), 

ona ; 
— =p + t= (p+ iP)? 3. 


Donc 2 — b'=2-+ 25, est un carré de ©. Si inversement 2 — b' est un 

carré B? de 2, et si l’on pose s —p?, on a p?+ 85 + y — 0, le signe 
s —$ 

5 ) (e = +1), et la con- 


dition 9? —s donne «=r. Donc p est dans (vu), et m,, est un carré 


de Q,. 
On remarquera aussi que, si s$—1, on peut mettre s sous la 


de B restant arbitraire, d’où p = - (8 HE 


a : ? ' = : 
forme => % élant un entier de %' (?). Si s est une unité, cela est clair, 


U 
= L 


car —1 = —, et r= Wi. Soits = a a et 8 étant des entiers de x 
premiers entre eux. La condition ss =1 s'écrit ax = 86. Donc 8 divise 
& = By, et « = By. Done yy = r. Done y est une unité, et s a la forme 
indiquée. 

Quand s est mis sous la forme = — a on voit de suite que s est 


(a + a)? 
ax ? 


carré en même temps que «x, ou, puisque s + s + 2 — en 


même temps que s+ s+ 2. 
Comme toute m,, de.Q° a son carré dans R, Q°|R est un groupe 
abélien formé d'une infinité dénombrable d'éléments d’ordre 2. 
EE 
(1) Cf. Bacumann, Zahlentheorie, t. 4, p. 198-220. 


(2) Sur la théorie des entiers de I’, voir, par exemple, Bacumann, Die Lehre von 
der Kreistheilung, p. 150-185. 
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9. Soitn > 2, et définissons R comme le p.p.c.m. des V,U, W. Ici, 
comme lorsque & était galoisien, m,,.(i<v; u rationnel) est dans R 
[I, 29, formule (29)], et m,,, (ss = 1) est dans R sis + s-' + 2 est carré 


danse (I, 32) (|), c'est-à-dire si s est carré dans ©’. 


Je dis que my, est hors de R st 11 n’est pas carré dans ©, et de méme 
Mys StS + ST + 2(ss =1) n'est pas carré dans © (c'est-à-dire si s est 
non carré dans €’). | 

: , À . a . 
Tout d’abord si uw = g (a, 8 entiers), 72, = mig:m, us, et, comme mg. 


est dans R, on peut supposer x entier. On peut évidemment aussi 
supposer u. sans diviseur carré. Soit u = + 2*y’, w' étant impair > o. 


- Cherchons un nombre premier p tel que la conguence «?==y. modp 


soit impossible, c'est-à-dire tel que (E) ete À (£) étant le symbole 


de Legendre. On sait que toute progression arithmétique formée de 
nombres entiers contient une infinité de nombres premiers (?). Si 


u'=71, pest égal à —1 ou à AE et il suffit de prendre p respecti- 
==5 mod8. Siw = 9... Gms 
les q; étant ae pas tines il Shir de prendre p parmi les 


nombres UT mod 2. ep en même temps congru à un non reste 
14 


| | quadratique ae qi, car alors on | aura (E) — (2) re 


7 gi mn 
Considérons alors le champ galoisien C, d’ordre p tel que (E) =— I. 


Sim, était dans R, cela aurait encore lieu lorsqu'on prend C, pour © 


en supposant p plus grand que tous les dénominateurs, pris positive- 
ment, des coefficients des U, V, W pa lesquelles m,, est exprimable. 
Or cela est impossible. 


De même, si aes + (si — 1) est un TE rationnel % 8 (a 6 


af 


entiers), et sip est un Hombre premier tel que (78) —— 1, My, ne 


peut étre dans R sans que cela ait lieu aussi pour e=(C,, sip est 
assez grand, et ‘ely est encore impossible. ; 


(1) Comme —1 est ici non carré dans ©, le nombre désigné dans I, 32 par M vérifie, si 
$ =—1, la condition que —M soit carré. 
(?) va pa pample, Dinicaet, Vorlesungen ueber Zahlentheorie, 4° édition, § 132- 137. 
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Pour n°22, je dirai que R(n) = Rest le groupe réduit de a dans X 


10. On voit comme lorsque e est galoisien que, pour n =53, R est 


isomorphe à © (2) qui est simple (1); que, pour n = 4 et 4 =0, R[D est. 


produit direct de deux groupes simples isomorphes à © (2), R étant ici le 


groupe WW de I, 40; que, pour n =4 et % irréductible, R n'a pas 


d autre diviseur normal que D, R|D étant Hope au groupe ©(2) 
de e' 1 est simple. ; 


She SUPPOSE n=5, et soit L'un diviseur normal de Q, Q° ou R 
non <D. Écrivons la substitution Riu de Q sous la forme 


Ti ACTE: + Lx Vk) re 


1G, k=, yee 15 AA 
ln 24 (Pit ax + Buyx) = Yi ae 


en convenant de supprimer toutes les quantités relatives aa, =x ou 
ay, =y six ou y ne figure pas dans a. = 


- Tout d’abord T contient des « qui ne sont pas des tte 


car les conditions que &, VyaV, UxaU, (4, 420) soient des 
multiplications donnent (cf. LED O35 Pi Ci he = Pos (82 20), 
et « serait dans D. ‘ 

Soit donc « une substitution de L'autre qu'une PNEU On 
peut y supposer non nul un coef ficient de second indice #0 hors de la 


diagonale. Sans cela, en effet, les équations (4)-(6) de I, 26, montrent : 


(pour 7 ou # nul) que les a; Go Bis Be Où à +o sont tous nuls. Et si, 
pour ¢ irréductible, «,, ou B,, est Ao, Vika Vin ou Via Vin a, dans 


l’une des deux dernières lignes et hors des deux dernières colonnes, 


un coefficient Be as 


En transformant alors au besoin # par une (d,T,,)"4, [une telle — 


substitution est dans R quels que soient r et s (I, 39)], on peut 
supposer £ 0 un des «;,, Bj, autres que a. 


Supposons maintenant B,, nul, et cherchons à le rendre Lo. Pour 


_cela cherchons d’abord à rendre Br, 0. Sip Ao, et si tous les «; 
8; où > 1 sont nuls, Bas est remplacé dans Va Vis par 


“¥ — 1( bBo + 2€% 1), 


et dans Wa Woo). par —A(bay, + 2¢'By,)3 or si) = cæ?, la première we 


Dee 
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de ces quantités est 0, et si | est irréductible, ces deux quantités 


ne peuvent être nulles à la fois. Si x, ou un des a,,, Ba, où 4 > 2 est 


#0, on rendra de même 8,, +o en transformant par une (d,T,y)"45, 

ou une (d,T:x) (tam) de R (I, 39). Si alors Ba. 0, on ronda 
6,,0 en transformant par d,T,.. Soit donc B,,=0, et exceptons 
d'abord le cas où n=5 et le cas où n=6 avec Yo. On rendra 
B,,0 par les trois opérations suivantes (cf. I, 13): 1° une trans- 
formation jpar V,,, qui, sans altérer B,,, rend B,,-£ 0 (elle remplace 


Bo, par B.,—AB,,); 2° une transformation par U,,) qui, sans altérer 8,, 


rend $,,-o (elle remplace 8), par 6, + À8,,); 3° la substitution à «, 
soit, si6,, Lo, de a Via Vox, ce quiremplace B,, par B,, —226,,6:,, 
soit, s16,, = 0, de V ia V,,), ce qui remplace alors B,, par B,, — AB... 
Sin=5 ou si 2 —6 avec) Zo, on rendra Bye On substituant 
aux deux premières opérations une seule transformation par U,,;, ce 
qui remplace 8), par 8, + A8., — cÀ?6,,, ou par V,,,, ce qui rem- 
place Pa pat Bs, rs ABo ay CP Va CETTE 

En transformant alors par des V,;, U,;, on annulera tous les Gis Be, 
où / #1 sans altérer 6,,. D'après les équations (7), (4), (5) de I, eee 
il en résulte que «,,=0, ins %,,Bi,—=1, et que t tous les &,;, «,; où 
j #1 sont nuls. 
_ Considérons maintenant la matri ce «, déduite de « en supprimant 
les deux premières lignes et les deux premières colonnes, et sup- 
posons B,, nul. Si x, n’est pas une multiplication, on peut, en opérant 
sur a, comme sur a, rendre d’abord  o un coefficient non diagonal 
de la colonne de «,, [donc n est > 5, et si » = 6, 4 est nul, sans 


quoi, By, étant nul, a» et Bag seraient nuls, d'après l’équation (7) de . 


I, 26, contre l'hypothèse], puis rendre f,, #0, puis annuler les «;;, Bj, 
où j #1, 2. Alors &, = 0, et en désignant par X;, Y,(4=71,..., v, 0) 
les fonctions que «! substitue à x,, y; respectivement, 

Vi = Pur, Y,= Bisa + Bos, 
d'où (cf. I, 13) | 
À AU a UE A'ERCAMURE 


Si a, est une multiplication, 


a Unt: œ es = DU PCM Ue. 
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Donc, en désignant par R;; le groupe réduit de la portion de a où 
figurent les LES variables d’indices 1, 4, / (20 et distinets), F con- 
tient un diviseur normal d’ordre > 2deR;;. 

Or on voit, comme dans I, 43-46, que, pour n=95, R est isomorphe 
à G(4), et que pour n =56, R|D est ue à © (4) st fe o,el à 
axe (4) si Ÿ = 

Done F ee R;,; et de même tous les Ry;. Done nos 
R (I, 41). 

Done, pour n° 5, tout diviseur normal de Q, Q° ou R non £D contient 
R. Donc RD|D est simple. 


12. On voit comme lorsque © est galoisien que, Si v22, MyyMxy 
(1< k&yv) est dans R [I, 29, formule (29)]. 

Il résulte immédiatement de la que, pour 4 — o ou x? avecn=2, 
Q° derive de R et des m,, où u. parcourt @ et —1. 

Considérons maintenant, en supposant » pair et ) Æ o, le groupe 
réduit (p. p. c. m. des V, U, W) Rde Z’x,y, dans €’, et cherchons 
le p. g. c. d. R° de R, Q°: je dirai que R°(ZR) est le groupe semi- 
réduit de a. Toute substitution ¢ de Q° est dans un complexe 


Max eee MypMwysR : (s§=1). 


» 


Comme d'ailleurs mjymjy(t, Av) est dans R, on peut supposer que 
€ est dans un complexe m,,m,,R. Soient s = S. og = 7. Les substitu- 


tions TRE = my: et m,,m,, sont dans R(I, 29), done aussi leur pro- 
duit m,,m,;. Done my, est dans m,,R, et § dans m,,,R. Supposons 
maintenant £ dans R. Alors »2,;. est dans R. Donc Àr est carré dans 


2’, done de la forme +h? (A réel). En posant : =«, on a donc 
o 


Ae ORNE =. Si À = aa, on voit directement (cf. I. 40) que 


mom, est dans le groupe réduit de æ,y,+x,y,, done dans R. Si 
k= — où, m,,m,, est dans d,R. Donc Ë est dans R ou dans d,R. Donc 
lp. g.c.d. R° de Q,, RestR+d,R. 


On voit en méme temps, puisque c= .00, A Mix My et de méme 


m,,m,, sont dans R. Comme la relation s = © = détermine s par s à un 
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pa 


¥ my 
facteur réel près (si Sexe = ona 2 = 2). = est déterminé par s à un 
facteur réel carré arbitraire prés. Si d’ailleurs Mirlys est dans R, 
M, iM, Y est toujours et seulement si (mm) M, my = Mur est 
dans R, c’est-à-dire si / est carré dans e 
Comme toute substitution de Q° est dans un complexe m,,R, et 
que m,, n'est dans R que si +4 est carré dans ©, on voit Lt 
pour) = cx° + cy? avec n > 2, comme pour Ÿ = cx* ou o avec n22, 
Q° dérive de R et des my, Où b parcourt ® et — 1. Si d’ailleurs x et B sont 
des entiers positifs ou négatifs, sans diviseurs ue et Pere entre 
eux, M, elms sont incongrus modR, car MyM," ie Ben, ap CSL hors 
de R. Donc Q°|R (R est didenabhens aia dans 0°) est un groupe abé- 
lien formé d'une infinité d'éléments d'ordre 2. 
On a vu(9) que, pour Æ£v, d;est hors de R, et que, si = cr +c'y?, 
dy est dans R (donc d;, est alors hors de R), que, d’autre part, 


—di(k, 1Sv) est dans R. Donc, pour b=o ou ca? + cy”, d est dans R 


toujours et seulement st y est pair. 


13. Sort R' (n) = R= RB un groupe défini comme il suit. Pour nr =1 
et pour JU 3. Ver url éductible, R’ = Q°. Dans tous les autres cas RY est. 
le p. p.c.m. de R et des m,, où p parcourt ©; alors Q, = RB +d, R' (12). 

R’ contient toujours le groupe W? des ee de déterminant 1 


de W. Cela résulte du n° 12 si nZ4 , W étant irréductible, et cela est | 


évident dans les autres cas. 

Toute substitution de Q" suffisamment voisine de x est dans R (Q° con- 
tient évidemment des substitutions aussi voisines de 1 que l’on veut, 
par exemple parmi les m,,). En effet, soit « une telle substitution avec 
les notations du n° 11. Les coefficients diagonaux, supposés assez 
voisins de 1, sont >o. En multipliant donc « à droite par une m, 
de R’, on ramène à 1 le premier coefficient diagonal. En multipliant 


alors « à droite par des V;,, W;,, on ramène à o ve Dele OU foe Th 
; Donec 8,, = 0, et B= 1. En joultipliant alors 4 A droite par (CEA yes Ui, is 


on annulera sg QT Ba ous Al. La substitution initiale étant sup- 
posée assez voisine de 1, la substitution actuellement obtenue peut 
être supposée aussi voisine de 1 que l’on veut, et les relations entre. 


les coefficients des deux premieres colonnes et des suivantes montrent 


Ann. Ee. Norm., (3), XLII. — NOovEMBRE 1925. ; GG . 
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que-les dj 2 wk are B,;où 7 1 sont nuls. On est ainsi ramené ¢ au cas 
den — 2 variables. Or, pour » = 2 et ) =o on peut faire le raisonne- 
ment précédent, et si n = 2, } étant irréductible, au si r — Ty la Paes 
position est évidente. | 


14. Supposons maintenant que © soil le champ %, des nombres sel 
Soit d'abord n=2. Si a=2,y,(y=0), le p. p. e. m. R(n) = 
des m,, où y est positif est normal dans Q°, et Q!— R +d, Ree 

Si a = est irréductible, on peut supposer ici que = 2° Ed 


Alors, avec les notations ds I, 25, Q° dérive des m,, où s = So + 49, 
(= = 15 So, 8, réels) vérifie s, + 57 —1, et la condition nécessaire et — 


suffisante pour que m,, soit un carré dans Q° est encore que 


ASE $+2—2(1+5,) soit carré dans @, c’est-à-dire soit Zo (c/. 8). 


Elle est toujours remplie. Donc le groupe R (x) = R des m,, qui sont des 
carrés dans Q° coincide avec Q°. D'ailleurs, en posant æ + ty 3, 
s == 0", on am, = my=|z, és |; 


est clair que 7m, est loujours: le carré de my. On voit en même temps que 


Q° est isomorphe au groupe additi f des nombres réels. 


15. Soit n23 et définissonsR (n) = R, = Re comme le p- p.c.m. des 


| RUE W. Comme au n° 9, R contient toutes les m,;(k=1,. + v) oùÀ. ; 
est 50 et toutes les m je. Of ah 29, 32; 5+ 5+ 2 est ici toujours posi- 
étant 


tif). Si maintenant d, était ne sous la forme Te TEE Lai 
une des substitutions Ve Uso. Warps Gis Te 0 654) Ob 108 By étant 


réels, on aurait, en remplaçant chaque p, par un nombre rationnel 7; 


suffisamment approché, une relation de la forme d,e = Ha, mn» e étant 
une substitution aussi voisine de 1 que l’on veut, et cette relation — 


elle-méme montre que les coefficients de e sont rationnels. On voit 


alors comme au n° 13 que e est dans le p.p.c.m. R’ des U, V, Wa | 


coefficients rationnels et des my OÙ Le est rationnel => 0. Done of serait 
dans R’ contrairement à ce que l’on a vu (13). Donc Q@ =R + d,R. 


On voit en même temps que R est continu (d’ après ses générateurs), 


et Q° semi-continu. Car sid, R contenait des substitutions aussi voisines 


de 1 que’lon veut, il en contiendrait aussi de la forme d,r,r ayant des 


coefficients rationnels, Alors d,r serait dans R’ (13), done aussi d,, 


ce qui ne se en (12). 


Eu 1 ÿ NP 


et 0 parcourt les nombres réels. I 
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Pour 1 n25, on voit au n° {1 que tout diviseur normal de Q, Q° ou R 


non <D, contient R (RD|D est donc simple), et que R contient N toujours 
et seulement st v est pair. 


16. Considérons en particulier les cas n = 3, 4 196: 
. Soit d’abord n= 3 avec Ÿ = cx? (on peut dent supposer c 
égal à 1). Alors. Q° est isomorphe au groupe £ des substitutions 


~~ 


I= ea et My, Ts U,, correspondent respectivement À À 3, 
: ae =), 3 — ch = u, (I, 40) qui ORNE £. La substitution de 


Q° qui répond ac est alors 


; j 
+ a ( tn Sy + 2082 ) | Uy B Via Fa PAU 
x . CT Re 7K. 
= ’ = Koa 2 Ai rin eee Ce, 
= yA ( cy ee al 2Cyx) | Loin, A ot _ye sl a=0 
= A1 Laye at ar (ad Ka by) | À . cy? 2 A 


(x, B, y, à étant dans ©; A=aé — By). 
R correspond au diviseur © de £ qui dérive des ¢, et des &,. Or ü est 


formé des o où A est carré dans © (c’est-à-dire ici > 0) ('), et 


£=0+(— z) 0. On retrouve done que R est <Q°, et que 


~~ Q°=R+a,R. 


~© est simple (1) et continu (gn'est one pas continu). DoncR 
est simple. 


Soit n = 4, et ) =o. Comme dans le cas où e est ru RID est 


produit direct de deux groupes simples tsomorphes à Ye ) et ne contient 


2. les my où À est carré dans © (1,40). On retrouve donc que 


R+d,R. - | Se ou 
Soit n — 4 et 4 = x° + y*. On voit encore de même (cf. I, 40) que 


(1) En effet © contient mwnu =— 3-1 etu,-1 %% (U1 1%) Px = 3; done toutes les 


2 


ms, : a . : 
ce Olin AE. 0, OL.” Bi 470, on as=u Gaus Si «=o, donc By =— A, 


ca a 


c= u alge :) (=): Donc © contient toutes les ¢ où A > 0, et il n'en contient évi- 
Fes 2 3 


demment pas d’autres. Plus te d’ailleurs la proposition résulte de ce que le 
| groupe U (n) de variables 1, ..., xn dérive des substitutions | æ;, x; + hap | (1). 
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R|D est isomorphe au groupe © (2) dee’, qu’il ne contient que les m, ou 
À est carré dans ©, mais qu'il contient toutes les m,, ou 96 =1 (la condi- 
tion p*é?— 1 équivaut ici à p6—1). On retrouve donc encore que 
Q°=R + 0d,R. 


17. Soit n=}. Considérons le groupe G de variables &,, n,, 
£,, n, dontl’invariant est X?(En, — r,Ë,), les ©). n, étant cogrédients 
aux §,, mx Désignons par A le g, normal de G engendré par la simi- 
litude d'ordre 2. Adjoignons aux variables x,, y,, æ:, y, de R la 
variable auxiliaire inaltérée y. Posons r+ y=—y;, æ—y=x, 
et identifions les variables — æ,, æ,, —2,, Vi» Yo» y, avec les déter- 
minants 


se Ey E be 
ee es RE te S1 LS = 
2 =| y ha 5 rer a D Z| | ras 
1 Un 62 Co Ne No 
OUR ER m % eee 
Los=| . Sef La, = Z3,= A 
bee kes Nz, Ney Nz Ne 


respectivement. Les générateurs 


ae 


Ths = St > [Sy br Am, [by Ee + Ana |, 


be re 
1, MN 


de G opèrent sur æ,, ¥,, Xz, Vas 2 = ={ x; +3) Y= (Ts — Ya) les 
substitutions respectives 44 Ti =S$, Tied = Riavs ES 
Vos Vos OP, Sie, Rios = tip transforme U,,, en Woo Vos en Vis, 
et Vo en U,. Done G opère sur x, y,, Xe, y,, æ toutes les substi- 
tutions de R (ef. I, 41, 43). 

D'ailleurs les substitutions de G qui répondent ainsi à l'unité de R 
sont celles de A, puisque G|A est simple (1). Done R est isomorphe au 
second combiné (') G, de G, donc aussi à l'action G|A de G sur les rap- 


(1) Pour la définition et les principales propriétés des combinés d’un système de 
substitutions linéaires, voir, par exemple S., 75. En particulier si zex = e’, e et e’ étant 
des matrices symétriques d'ordre n représentant des formes quadratiques, et « la trans- 
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= i 5 r Fe 7 F k 4 
«ports des variables €,, n,('). G, conserve Z'x,y,, et il en est de même 
de R, puisque R conserve a — y? = 2,74. 


Considérons maintenant la tite 5 qui multiplie £,, UE Es Ms 
=—= Er 

| Ës — 2 
Elles multiplient toutes deux X? (EeNe— NaS) par —1 et SE sur 
les variables 2, y, By, 7% les substitutions respectives d et dd, 
(l’action de La, g| sur æ,, Yi, %, ¥2, æ est isomorphe à son action 
SUP ty; Yur Dawg; ay Vj Done | 


par une même racine carrée de —1 et la substitution g 


[Gre 


ie 
ee | 


(dd, transforme R comme d fs «7 1; 48), et Te 6, 21|A=0: 
Q° n'ayant pas de g, normal |G, g{ et | G, og! n’ont pas de similitude 
hors de A. Donc|G, g |A et| G, og || A sont tsomorphes aux actions de 
|G, g| et |G, og} sur les rapports des variables. Mais |G, ¢| contient 


~ des similitudes hors de A, et {G,o||A est produit direct de G|A 


par | o}|A. 


18. ART que Liss V ene es Yar x soient dans x. R, qui con- 
serve a — 2 °2,ÿ,+ 2", conserve aussi la forme Herniteine a’ qui est 


sa polaire relativement au point Li, Vus Las Vas Peps A; een 


donc une substitution de R remplace x;, yx, # respectivement par X;, 


Y lle remplace 2 par —” Re qui a évidemment le 
elle r a EE —— 
ie = P HX XX, My ay X,X4 HA 


même signe. Or soit 


Lee ; einen TE ae ee e 1 ET) nl 
MU Tr mit JE JET IPN ER EUX", 
| \ : eos es, h= —, ‘ 

= | TA pe Ne Ie, 24 ; 


~ 


Bisée de la matrice « dance 7 nm, On a aussi AEA =F’, A, E, A, E' étant tee rièmes com- 
binées de a, e, a, e! respectivement Céonparer GIRAUD, A, E. N., 1919, p- NES 


HN Of. AS 4. Os La bé p- 554. 


DE SEGUIER. 


et : À 
1 tt 
x fi: of TL x 
2 2 eee ar 
PEUR +i(s =) fo+tifo Zi Ty 
y=f'rifte ti Eu ds (= 4S, 
Li 2, se Sete 
SN ie TE 
Xs x, 
hie 2 ” Î 1 
ty VA lade ele ee 
PS p xy æ i a Sot So 
£—s ris n 1 4 


at æ at 7 
ES PR RTE D, Ode) ete Pe 
fis Alsat hi oe ee == CN En 


Supposons maintenant a = 0. On aura 


——{4( f"g"— h"2), 


Ve a’ 


= — h?, = 
= fg = 
Donc f’ g”—h’? conserve son signe par toute substitution de R. 
De plus, si f”g” — "Zo, f" et g" ont le même signe. Or 


(P+ 27) f= 2, Ls mi Ly 


est conservé par R,,,, Vin, Vos (qui conservent par suite le signe 


dee), et 


(ae + alt) B= 2g airs | 
par Su U,.,, donc aussi par leur produit ¢,,. Si done f”g"-—h"? 
est 20, le signe commun de f", g” est conservé par R (17) [si f” et g” 
ont des signes opposés, ¢,.d,, qui est dans R (I, 32), et qui échange 
f” et g”, change les signes de f”, g”]. 

Donc R conserve les six domaines suivänts dans l'espace 


a re h’, Fe; BS h’) : 


(1) figi—h> 0, f'+g">0; 

(2) FS HIS Oy ro fe BS Of 

(3) Sg" — ht <0; 

(4) f'g"—Rh"= 0, f'+g'>0o; 

(5) f'g'—h"= 0, fl+g"<o; 

(6) hot Bsn 0, > 


Je dis que R permute transitivement les points de chacun de ces 
domaines. Tout d’abord les substitutions V,,,, Weisue Vi ajoutent à. f, 


oe 
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g, h les quantités réelles arbitraires À, u,v. Donc la proposition est 
établie pour le domaine (6), et, pour les autres, il suffit de considérer 
les parties imaginaires hare a Wa Or, Raun diviseur F dérivé des V,.), 

Us, des m,, où u <o et de d 3, Qui conserve æ, y, + æ? étpermute 
transitivement les points de a, Jah a = const, CF, 15) ). Mais F 
agit SUP M312", Sur y, @” el sur By Boy Vga Vy We! 
comme sur 2, ¥2, æ, et le groupe F' déduit ds F en remplaçant le 
générateur d,d, par d, (d, est évidemment permutable à toute substi- 
tution de F et de F’) agit de même sur f?, — 80 hi, que je vais ats 
dérer uit chine coordonnées, et que je désignerai par & », ¢ 
Comme d’ailleurs d n'a d’autre effet sur & 4, € que de changer ee 
signe, F et F’ conservent la quadrique 9, définie par — En — € — 
I’ permutant transitivement ses points, et F transitivement ses ie 
mètres. En observant que d, d, conserve & et 7, et change € en — ©, on 
voit donc que F contient une substitution s changeant le point 
(e, — €4, 0) (e = 1) de p en (26, en, C) (e’ = 1), G n, ©) étant 
un point quelconque de ¢, et les déterminations de e, ¢’ étant choisies 
arbitrairement. | 

St ÀZo, F, qui divise R et conserve /, conserve le signe commun 
de € et de —n. Done (¢’, en, ©) est un point arbitraire de la partie de 9) 
où é’€ et <’y ont le signe de e. D'autre part m,, (4 > 0), qui conserve 
aussi /, multiplie &, , € par — 1. Donc R permute transitivement les 


. points de chacun des domaines (1), (2), (4), (5). 


Soth= —1,e—1,e— —1,Alors d,s change (1, 1, o)en (&,, 6). 


Don Clos d,.d,s change a 1, —1, 0) en (&, y, C). Done d, tor dad, 8, 
qui est dans R(I, 32), change (1, 1,0) en (Ë, n, C). On en déduit, 


(1) Pour appliquer ici le théorème invoqué de-I, 27, on remarquera que l’équivalence 
de a—F (a, 71) et de a, résulte du principe d'inertie. De plus, on remplacera la seconde 
note de II, p. 29, par cette observation que le pian a(ay, ...3 1,1...) =I coupe toujours 
le cône qo (les coordonnées courantes élant £, ...) en des points réels. Enfin, dans le 
cas 2 = 3, la substitution mints doit être PR par une substitution de A°, hors de B 
fixant le point 1 \o. Pour qu'une substitution de la forme générale donnée au n° 16 rem- 


À < 
plisse ces conditions, il faut et suffit, on le voit directement, qu'à #?— f?- roa A, A étant 


BA. 5 
non carré dans C, et que y= eae 


tue ” 
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comme dans le cas precedent: que R re transitivement les 
points de (3): | 


19. Soit n — 6. Considérons les groupes L, U, H, H’, H°, J° de 
variables £,, 4,5 25 +, Vinvariant de H étant 27 (Ese — pace) = %, et 
désignons par æ,, Yi, Lo, Vas Æys V3 les mêmes déterminants qu'au 
n° 47. La similitude ¢ qui multiplie Ë,, n,, 6, nm par V— 1 et la 


dr Et eh 
substitution g = 


(co est dans H°; g est dans U et dans H’, 


CY = 268 


mais hors de H) opèrent respectivement sur æ,, ...,.y, les substitu- 
tions d et dd,. Le groupe des similitudes de U est A= 52}, et 
Je to}. 

Si ) = 0, v est impair, et R ne contient pas D. Alors R est tsomorphe 
au second combiné U, de U ou a U|A. Cela résulte de I, 45 et de ce queR 
est simple, ainsi que U,= 0. De plus |U, si[A=IR, d| =Q°® (‘). 
Aucune substitution de L hors de U ne peut opérer sur les ay, yx la 
substitution ¢,. Car une telle substitution ayant son carré dans U aurait 
pour déterminant — 1 et serait par suite dans OU, 0 étant la substitu- 
tion qui change &, en —&,. Or, 0 changeant les signes des æ, sans 
altérer les y;, aucune substitution de 9U ne conserve a. 

Si Ÿ est irréductible, v est pair, et R contient D. Alors R est isomorphe 
au second combiné H, de H°, ou à H°|A. Cela résulte de-I, 46 et 
de ce que a et 3e (4) sont simples. Done RA(6)=3%°(4). De : 
plus | H°, g}|J9==\R, d,|==Q°(*). Aucune substitution de H’ hors 
de H° ne peut opérer sur les a, y, la substitution ¢,. Car si une telle 
substitution ¢ est dans H, son peace est — 1, et ¢ est dans uH’, 
Ci 
un 


ue étant la substitution 


He à Or, aucune substitution de &H° ne 


conserve a. Si test dans H’ hae de H, elle multiplie « par — 1 et est 


par conséquent dans gH°. Elle opère donc sur les x,, y; une substi- 
tution de Q°. 


20. Dans le champ %, des nombres réels, on peut, par transformation 
"2 ee ee 


(*) Cf. Canran, Annales Ecole Normale, 1914, p. 354. 
(2) Cf. Cartan, Loc. cit. 
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linéaire, ramener toute forme quadratique an variables à l’un des 
types 2; Xe — EX; (kh =1,...,73 r Ln), qu'aucune substitution 
linéaire réelle ne peut ramener l’un à l’autre. rest le rang, h l'indice 
@ inertie, et le plus petit v des deux nombres 4, r — k, rf caractéris- 


que de toute forme réductible au ype considéré par une substitution 
linéaire réelle. 


Je supposerai ici que r= n. | 

Le groupe d’une forme de caractéristique y contient toujours une 
substitution de forme canonique monome où v multiplicateurs sont 
réels > 1,vautres inverses des précédents, et les autres égaux à + 1(!), 
et cette substitution ne conserve aucune forme de caractéristique < v(*). 
Donc les groupes de deux formes de caractéristiques différentes ne peuvent 
être transformés l’un dans l'autre par une substitution linéaire réelle. 
Comme d’ailleurs le changement de variables X, =1X,(k =1, ..., ) 
transforme l’un dans l’autre deux des types précédents où À prend les 
valeurs À, etn — h,, leurs groupes coincident, et l’on peut supposer que 
A est2n —h=y. On a alors LEE Le groupe du type où v=o et ses 
substitutions sont dits orthogonaux. Les substitutions orthogonales de 
déterminant 1 sont des rotations (?). | 

Prenons maintenant les variables 


LS Xj + Xn, Here Xp =, eee, %) Nu (Rte, lv). 
Les types à considérer seront les types a = 9 + Ÿ où 
ee a | Pin p= LP" sh, 


y étant un des entiers 2 0 et < SE 


te désignerai par 0,=Q le groupe dea a 264, par OF =.Q* son 
diviseur formé des substitutions de déterminant 1 (groupe unimo- 
dulaire de a), par 1 le groupe des similitudes de multiplicateur réel, 


in + : : 


(1) Par exemple, avec les variables qui vont étre introduites la substitution qui mul- 
tiplie Lis +. By par (> 1), Hi, ee, Vv par A-4, et les 3 par <1. 
(2) Low, a: A, H., ti. 71, 1898,-p. 444. es aussi mon Mémoire Sur les formes 
bilinéaires et quadratiques (J. M., 1909, p. 42-44). 
(3) Voir C. Joan, S. M. F., t. 3, be. p. 152-174. 
| Ann. Ec. Norm., (3), XLU. — DÉCEMBRE 1925, 45 
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par D = |d| son diviseur d’ordre 2(p. g. c. d. de I, Q), par Q, = Q'le 
groupe de a=o dans 9%, c’est-à-dire le groupe des substitutions 
de 9%, qui multiplient a par un facteur réel, par 2,=9, 24 =% 
et 9, = 9° les actions respectives de Q, Q', Q° sur les rapports des 
variables, et de plus, en posant Zu + Ban = Ve (24 Sn —2y) et, sin 
est impair, 22,,+4%,, par Q, le groupe de 9+; (pour v20) 
dans %,, par Q,, celui de Y, + Whe) dans 9t,, par ®,,, celui 
deo +2. zi, dans 9%, (même si v= 03 ®4_,, 2x = Qx, et, si n est 
impair, Des == GO, pal A COMME Gow Fi, dans 9t, (pourm=4 
et i, = 2k —1, . = 2h, tj = 2l—1, ues = ae REL Giese 
VO Gs a n= D ifn Pe par Q;; OF, © an Fat (FRET les diviseurs res- 
pectifs de:Qi,- Qi ®, Guy forinde de substitutions de détermi- 
nant 1, par R, le groupe réduit de 3 + 4, dans 2%, ('), par 345 la sub- — 


RCE Ars See Asp ews 3 
stitution générale | a Sa (Â+ut=1,ketuétant dans %,) 
| 2, — 254 + À 3] 


de g?,, par 4,,..;, la substitution qui change les pre dez,; 24, 2, 
sans altérer iat autres variables. 

Il est clair que Oe et Q sont normaux dans Q,, et que 9° et 9 le sont 
dans 9’. 

Si zm estimpair, on a Q = Q°D et 2 = QI 1=Q|D=Q°=2° 

Sin>2y, Q’, qui conserve la caractéristique de a, ne peut ade 
plier a que par des facteurs positifs. Alors Q’ = QI, et 9’ = 9. 

Sin = 2, la substitution y qui multiplie les æ par —1 sans altérer 
les y multiplie a@ par — 1. En désignant donc par Q” le diviseur de Q’ 
qui multiplie a par des facteurs positifs, on a Q'—Q"+ Q’y et Q"— QI, 
done Q'I = QI + Qly. L'action de Q” sur les rapports des variables 
coincide avec 9, et, en Syrians encore y pour l'action de y sur les 
rapports des noble ts = 9 +9Y. 

Dans l'étude de Q nous pourrons supposer n 2 2v + 3, puisque les 
cas où 2y est =n — 2 ont déjà été considérés. | 


21. Soit d'abord n = 3 et y = 0. Prenons les variables a, = 3, + iz, 
¥Y,=2,—13,, ©=2,, et désignons par Q le groupe de a, y, +2? 


(*) Les symboles Q4, Qf, Rx n’auront jamais ici, pour À =1, 2, le sens qui leur a élé 
donné dans I, 24. : 
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dans IG) Q dé ad d Z he Ti Yi PARA Te D 
BIO eriVe Aer: as et de son diviseur Q” formé des 
dt: | 


substitutions de déterminant 1, et Q — Q° +2, Q°. Les substitutions 
de Q° ont la forme s du n° 16 (avec ¢ = 1), #, B, y; 6 étant ici dans x... 
Tout nombre dé X, étant carre, on peut supposer que A =1. Donc 


Wet £ = 0, Q'=0 est simple (A) et coincide aveclep. p.c.m. des U, V 


ns x”. Comme ¢, est réelle, et que Q° est formé des substitutions 


réelles de Q°, on a aussi Q = Wie t,Q°. Les conditions de réalité des 
sont 


OF ad, y= É?, V0 AP fa =); ad—By=T1, 


ou 


O2 
em 
hae 
~ 
re 
H 


y= ep (E = Er), ete z ax BB =; 


“ou, puisque aa + BB est> 0, donce =r, 


das, yb, ok + 60 


On obtient la substitution Mo (avec les notations du n° D en faisant 


8 =0, done a =1, ebar— o( dont gp 8). 


On obtient 3% en faisant «=a, B=, (a, B, réels),a, + me 4 
— 82 =A, 20,6, =u (toujours compatibles puisque ee re DE) 
“ot at en faisant «= «,, 8 =18, (a, By ee a? + B85 =1, «5 — Br =A, 


L 


20, Bo — fi. 


On voit que O's est continu, et Q (qut-c contient des substitutions de 


_ détérminant — 1) semi-continu. 


Désignons par s,4 la forme réelle de s ainsi obtenue, et posons 
“a “ d ; By BE By À 
Gap — . Sa . 
Yi. bx; Loc 


En faisant correspondre Sq à Gags ON voit que Q° est holomorphe au 
| groupe des 5 5,8 qui est le groupe H° relatif à la forme 3,3, + 2, 3: (3). 
Dr l'unité de Q° répond d’ ailleurs le g, normal de H°. Donc DS 
oS est st simple (A 


(2) Cf. CARTAN, À. ihe W., P94, Dr 353. On peut voir trés simplement comme il suit 


que, le champ étant toujours Je’, , tout diviseur ‘4 ni T de © est conjugué dans © d’un 
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On peut d’ailleurs, sans passer par 3¢°, démontrer géométriquement —— | 
que Q° est simple. Soit en effet X un diviseur normal de Q°. Toutaxe = 
de rotation pouvant être transformé par une rotation en un axe quel- 2 FRS 
conque de rotation, X doit contenir toutes les rotations d’angle +0 ee 
s’il en contient une seule. Or soient B et B les pieds de deux rotations a ae 
B, B’ de Q° d'un même angle 6, et C le pied de BB! (cf. E., 172, 163). SP 
On peut supposer que o 0£7, et que l'arc de grand le BBe5t 7 eee 
<n. Soit CA l’are de grand cercle te à BB’ en son 


milieu A, et CB un arc de grand cercle faisant avec BB’ l'angle =- 


AL OTE 


Désignons, comme de coutume, par A = ), = 2), C les angles | ey £ 
du triangle ABC en A, B, C respectivement, par a, b, c les côtés 


diviseur fini de SC (donc tout diviseur fini de Q est Bata os dans Q° d'un diviseur 


Ur +e x (28 — By =1) de T soit 


x > « rae a 7 1 L 
fini de Q°). Tout d’abord, pour qu’une substitution ¢ = —— = 
d'ordre fini n, il faut et suffit que les multiplicateurs s, a = la matrice ( a8) soient des 
racines de 2?” =1; soit s =e (o <0 $x; 0 sera dit l’angle de c). On voit que © 


“+ à = 2C080 
est réel. Supposons c #1. Comme 2cos8 est alors < 2 en valeur absolue, les pôles de + 
; sont distincts. En prenant Hone au besoin pour T un de ses conjugués dans 0, on peut ; 


supposer que lr contient une substitution de poles 0, © telle que r= 4, qui est 


dans 30, Si T est > {r}, supposons s hors de {t} dans I. Le cosinus À l'angle ders 
= 8 cnet“ 
| et? 
. aune valeur réelle 4. Or *—6 = *%+ 4. — 20080 est réel, et o est o. Done À = 0, et 

6 =4. Done By = 2% —1 est réel. De plus en désignant par w l'angle de 9-1 +-1 55, on a 


est > (ael? + de-'?), En égalant cette expression a sa conjuguée on yoit que ‘ 


| cosw = a8 — By cose, 


cosw — 


dou oy = art 


<o. On; By étant réel, c’est précisément là la condition nécessaire > 


et suffisante pour l'existence d'une substitution oe = transformant 5 en une substi- ns 


tution de la forme +2. =p où b est réel #0. En b —1 
LAS SET prenant au besoin 14 rt pour r, 
on peut admettre que T contient p. Mais alors, ¢ élant de nouveau une substitution quel- 
conque de I’, si l'on écrit pour P9 la condition correspondant à = &, on obtient y= —8. 
On yoit alors que T est le transformé stéréographique a’ un groupe RS 


CS; p. 207; cf. CAYLEY, M. 4. na os 911: 


vs 


PS RAT TON 
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Lo rt Ware : ' Te PISE : 
. opposés (‘). On aura cosC = CoscsinB(etquandB décroit de : ao, Ceroit 


ate T | , cone et à 
deca a qu, ESA CE =): En faisant done croitre c, dont on disposé, 


_deo as, on pourra faire croître C de > -—Bà 5 alors I’ angle 2(m—2(C) 


de la rotation 88! décroit de 20 à o. Si donc Q° contient toutes les 


| rotations d’ angle 0, il contient toutes celles d'angle <20, done de 


méme toutes ie a angle 249, ..., done toutes les rotations pos- 


esibles:(7).: 


22: Soit n= avec y— 0. Prenons les variables x, = 3, + 1%2,, 
Va = 5, — LB, Hy = 3, + 15,, Vo = 5, —15,, et désignons par Q le 
Tr Vk 


Ty 


-groupe de Xi x yx dans 20!. Q dérive de la substitution ¢, = | 


et de son diviseur Q° formé des substitutions de déterminant 1. Ici 
encore on a Q = Q° + bi Q°, et, # étant réelle, Q = Q° + # Q°. 
Comme tout élément de 9c) est carré, Q° coincide ici avec le groupe 
VW de I, 40, et ses seuls diviseurs normaux sont 1, D; Vv, W, Q° 
(II, p. 76). 

Sed WES substitutions de Ww oat la forme 


Li Ti. i es 
ee Gh al OH Le. (où — By=1), 
War cs —Pyit wa, 
yo YR +0)’ 


et les substitutions de V la forme 


Ba hae à + 6'æs 

= 2 ons : eis OG Ac Nee Biy'=1). 
Le y: “9 + 0' 2, 
Layee kA + æ Ya 


(1) On ne confondra pas le côté & avec la forme a. 

(2) Tout groupe linéaire réel autre que le groupe projectif opérant sur les rapports de trois — 
variables et ne fixant ni un, point ni une droite, peut être nd par une substitution | 
linéaire réelle dans le groupe 9 qui conserve l’une des coniques 2} s° = 0, 21,1 + st =o 
(Li-Eweet, 7 Theorie ah QE ons gruppen, t. lll, p. 380-381). 
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La substitution générale de Q, est done 
| xy an! a,— BB'y,+ aB'rs; + Ba' ys 
yi — YY M+ 90'¥,— yO Ta — Oy' Fo - 
Lo ay! Dy — B9'y1 + Ad a+ By'Ya 
y2 ya! ry — YB Yi + YP e+ du ye 


Ts = SF = 


On remarquera que les substitutions rs où a’ =a, oa B, pee | 
o’=6 engendrent le groupe unimodulaire de x PA + 3 dans 9G 
(of 16); que la substitution rs où & = am 6’ — 8, y’=y, 6 = 0 avec 
vy=— 8, 6=« (done a + 6? = 1), a? ae =), 208 = pest la 
+ Be (7? + yu? = 1) 
23 — Bat Az, ¢ 
de 3? + 3? dans % ; enfin quela substitution rs où «’ = a, Bb’ = 6 =o, 
y—=7y—=0o, = est la substitution unimodulaire générale de 
TiYi=3;+35;-dans x. 
= Pour que rs soit réelle, il faut et suffit que l’on ait 


substitution unimodulaire générale 


(d= ad, yy= PB, = Bal, y + abs 
[ ya'=—6d, dd, l= By’, du ad 


Supposons d ‘abord au, B, y; 5, a’, B', y’, d' tous L* o. Les Rue ) 
où figurent & et à donnent 


_v_-y_—8 yap 2 Ey 


a 
== 4a Fe AS 3 —— "© = E (e= 4); 


a 6’ 7 0! Ve! 6! — Bry! Bi 


(1) 


et les équations (1) où figurent B, y (ce sont les équations restantes) 


PE à 0 7 
Donc a6 — By =e(ae+ 86), ou ad + BB =e. Or a+ BB est >o. 
Done e=1. Donc d — à, y= — 6, v=a', == Br. Donc r et s sont 
réelles. 


Soit maintenant «6 = 0. Sia—o età£o, on a, d’après (1 1), veo, 
ce qui ne se peut. Sid =oet a0, ona, d'après (1), a! = 6’ =0, ce 
qui ne se peut. Donc a =0 = 0. Donc By = -- 1, et (1) se réduit à 


BB, y= —Bal, ya = — 88, 8’ = By’, 
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d'où, en multipliant par 6, | 

(2) —y'= BBB, dpi, ph — 8 = By, 

d’où : apie ah 
By =D BY) on orb. 

| Done 65 = 1, et comme ByY=—1, y=— B. Donc r est réelle. De 
; plus (2) donne alors = a’, y= — 6’. Done s est réelle. | 

| Soit maintenant By =o. Si 8B =0, y 40, (1) donne y ‘= 0’ 0, ce 


qui ne se peut, si y=o, PHO, (1) donne $’= a’ =0, ce qui ne se 
peut. Donc P= 7 Y=0. Donc ad =1, et (1) se réduit a | 


| De ax”, dy = — ab, 0B'—— ay’, On! = ao’, 
d’où, en multipliant par «, 
(3) Waaa’, yo—adb’, . Baux), a! aad’, 


d’où, comme tout à Vheure, «x = 1. Orad=1. Done 6=a. Doncr 


Aas NT 


Ee est réelle. De plus (3) donne alors à =’, = — 6’. Donc s est réelle. 
._ Comme les équations (1) ne changent pas quand on échange à la 

| fois wet x’, Bet B’, y et y’, à et ©’, les cas a0’ — 0, B'y’=0 peuvent 
êtrenégligés, et l’on conclut de suite que, pour la réalité de rs, il faut 
$ et suf fit que r ct s sovent réelles, c'est-à-dire que l’on aut : 


y=-B, dee, . pb. de. 


On obtient en particulier m,, (cf. 1, 40) en faisant B= p= 
be Die aù = =1,eta’ =a, «=p. On obtient m,, en faisant 6 = B’= 0, 

| | me done ax =1, eta’ =a, a? = p. On obtient T,, en faisant « =7,8=0, 
| RER = 0, B— 5. Onobtient ¢,, en faisanta a = 0, B—1r,$——1. 
[> © On obtient 2. en faisant a —% = «,, 6’=B=—6,, a, et By étant 
 réels (donc a? + 8} = 1) avec a; — Bi =A, 28 By = =3 (d'où, en posant 
Abin ae™, Gg se rs =e"), 

Tei encore Q, est continu, et Q serhi-continu. 

_ En désignant le groupe des r réelles par W,, et celui des s réelles 

par Vo , OR a OS VW; et V,.==W, est isomorphe au groupe H, 


ER Fo € Be Cartan, 4. E. N., 1916, p. 354. 


Fe 
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relatif à 3,3, + Sas. Q, | D estle produit direct de D par È 


W,|D,. ae V,[D=W,|D=.3e. 


+0 


| FE ES a au + B os aes 
Faisons correspondre à r la substitution (u, RS > et as la ae ee 


stitution (=, ass): Soient v, le groupe des premières, ©, celui des 
4 


secondes, VID est isomorphe à 0, W|D à v., et Q°|D=vw|D 


à 0,02: Soit :x° le groupe des substitutions de ©, où à'— «et y = — 8’. 
Ona V,|D= =W,|D= 300 = 7e = 3e et Q°|D = See va 
Tout diviseur normal de Q° autre ae Dy Vis WwW, ene avec 2", 


car il doit contenir V, et W, (4). . 
On remarquera que W, et V, permutent transitivement les points 
(Liu La, V2) de yy, + @yY2=1. Car une r réelle substitue au 


point (1, r, 0, 0) lepoint (a, «, — 8, — 8) quiestun PRE 3 


rene et de même pour les ie 74 BS 


Spee Q dérive des Qu et (si y>o) des Q,. En effet, SNS 


pour n=3,4, cela est clair. Sort donc n>4, et posons n= 2v 
ou 2v + 1 selon que 7 est pair où impair. Remplaçons les variables 
Bip sees Sey oy par Ly = Fah ih bSaK, York = Fakes — is (4 = =I, +++, 


v'—y) et, si n=2v +1, posons en outre 3,,,— a. Soit alors « 
une substitution de Q, ‘et prenons les notations de I, 26-28. Siv>0, — 
on pourra, comme dans I, 30, en multipliant & à droite par des géné-. 
rateurs des Q4, rendre &,, égal à 1 et annuler les One» Br, OÙ EE 1. 


+ 


(1) Lie a énoncé sans démonstration que le groupe 9 = Q|D pour x = 4 avec vs =0 Ye 
dans le champ IG est simple (Theorie der Transformations 2ruppen, t. Il, P- pee Cela 


n est pas exact. 


Tout diviseur fini de Q°|D ost Sethe au produit direct d'un diviseur fini de Ou 


par un diviseur fini de Oz. Or on a vu que tout diviseur fini de ©, est : conjugué 


dans Oy d'un diviseur de IC? (20). Donc tout diviseur ay de Q°| D est conjugué dans 
Q° | D d'un diviseur fini de Q°| D. 


pi À 


‘Il est, clair que tout diviseur fini de Q°| D correspond au produit direct d’un diviseur - | 


+ 


fini de 50 par un diviseur fini de JC2. Or ces diviseurs sont ceux: correspondant aux à 
groupes polyédraux. On connait done tous les diviseurs finis de Qet de Q°. On retrouve — 


ainsi immédiatement les résultats obtenus autrement par M. Goursat (A.E. N., 1889) et LIN SEC 


M. Bagnera(R. C. M. P., 1901). 


’ . $e ! 
D'où encore B,,= 0, 8’ =1 
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, &,, —0, et l’on est ramené à une substi- 
tution de a — x, y,. | 

Soit donc y = o. En multipliant au besoin « à droite par une T,, et 
une ¢,, on peut supposer «,,0. Multiplions alors & à droite par 
une substitution de la forme + (22) de Qu. a%,, Sera remplacé par 


Manet 0, A; tt 0, ti Lit a %, = A,,. On peutannu- 
| %14 
Fos] + | ot] 
satisfaire ala popdiion La! | + [8 = 1. Alors A,, sera  o, sans quoi 


ler A,, en faisant B'— a! - et en même temps | «| = pour 


on aurait &,, = &,,— 0 contre l'hypothèse. 


Par des opérations analogues on pourra annuler tous les «,, où k>1, 
&,, restant = 0. En pt x à droite par une r et par des substi- 
tutions analogues des Q,,, on pourra de même annuler les 8,, où4>r. 
Si m est impair, &,, peut encore être 40. Pour l’annuler, on multi- 
pliera « à droite par la substitution qui se déduit de la substitu- 
tion 5,8 du n° 20 en y remplaçant l'indice 1 par 2 et en y faisant 


a= B= ——,c=1. Mais «,, et B,, peuvent être redevenus £ o : on 


les annulera comme précédemment. La relation entre les coefficients 


de la première colonne donne alors $,, = o, et la relation entre les 


coefficients des deux premières colonnes @, , 8, =1. Or la réalité de « 
exige que l'on ait B =a, ,, %;, 6, (4Z1}et,si nestimpair, a, —«,.. 
Done 8, = «,, est le seul élément # o de la seconde colonne. Comme 
d’ailleurs «,,8,,=1, on peut, en multipliant à droite par une 
m,,(pp=1), réduire «,, et BY, Ar. | 

Dès lors, les relations qui lient les éléments des deux premières 
colonnes à ceux des suivantes montrent que «,,, @,,,8,,, 8,,sont nuls 


pour k~1, et l’on est ramené à une substitution de a—x,y, pour 
Jaquelle on peut admettre le théorème. 


Pour n> 2, Q° dérive des Qj, et (si v> 0) des Q°. En effet, soit M 
le p. p. c. m. des Q/, et (si v>o) des ce Le p. p.c. m. Q des Q,, 


Bt (si v > 0) des Q% dérive de M et des t;. D'ailleurs, les 4; sont permu- 


tables à M etentre eux, et 4,4; est ihe M. Done Q= M+ Mt, et Q, 


divise M. Mais M est £Q°. Done M=0°% 


Comme Q?, et Q? sont continus, Q° est continu. Mais Q, contenant 


4 des substitutions de déterminant — 1, est semi-continu. 


Ann, Ec. Norm., ie): XLU, — De Han 1929, 46 
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24. Siv=oetn22,Q° dérive des qj, (c’est-à-dire des zi). En-effet, 
soit a=|ax, %,%,a,| une substitution de Q°. En la multipliant 
à droite par 2%, on remplace @,, par &,, = Aa, +ua,,, et a, par 
a, =-—ux,, +Aux,, sans altérer les autres «,,. On pourra donc 
rendre «,, 0. Supposons donc «,, 0. Si a,, 0, il y a toujours, 
dans %,, une solution de À? + u? =1 qui annule ,, : car la condition 
x, =odonneA=Oa,,, u = Oa,,, 0 étant indéterminé, et la condition 
A+ u2=1 donne 0?(a?,+a?,)—=1, quia toujours une solution en 0. 
dans 9c, (').On pourra done annuler tous les «,, où # Ax. Alors «|, =1 
et a,,—=...=4,,=0. En multipliant au besoin a droite par 3,,’", on 
peut supposer «,, égal 41 et l’on est ramené au cas de n —1 variables. 

On remarquera que 3%} est la transformée de zjf par z,,. Donc Q, 
derive de génique, woo 9-9 4s OW CROORE dé SAT AGE 

Comme Q?, et Q? sont continus, Q° est continu. Mais Q, contenant 
des substitutions de déterminant — 1, est semt-continu. 

On peut remarquer dès maintenant que, sz v = 0, Q° n'a aucun divi- 
seur d'indice 2 (c'est ce qu’on a déjà trouvé pour n= 2, 3, 4; pour 

=1,Q°=1). Car un tel diviseur X ne pouvant contenir tous les g/,, 
le p. g. c. d. Y de X et d’un gj, tel que g*, devrait être d’indice 2 
dans gi, (Q°=Xq},, et QIX =q?,|Y). Or g°, n’a pas de diviseur 
d'indice 2. : 

Pour étudier plus complètement la structure de Q° quand v est 20, 
il convient de considérer d’abord Q dans le champ des nombres 
rationnels (comme dans le cas n — 2v<2). 


25. Supposons donc maintenant que C est le champ % des nombres 
rationnels, et, les cas où 7 —2v est <2 ayant été étudiés, suppo- 
sons n — 2v23. 

Soit 96’ le champ déduit de x par l’adjonction de i = ¥—r, et gar- 
dons les mêmes notations. Soit Q le groupe de a dans 90’ avec les 
variables æ,, ¥,(A =1, +... v) et æ sin =2v' +1; Q dérive d’unez; 
et de son diviseur Q° formé des substitutions de déterminant r. Ici 


aa ——————————————— 


(*) Cela n'est évidemment pas vrai dans 9G. Cela n'est pas vrai non plus dans 9G, 
carja?,+- az, peut s'annuler dans 9b, pour o44 %41 0. 


Pe Des yr à iii 


vy 


2] 
5% 
a 
e 
- 
oe 


SUR LES TRANSFORMATIONS HERMITIENNES ET QUADRATIQUES. 363 


encore Q=Q°+7,Q’, Q=Q°+2,Q°, et l'on voit de mème 1 
Q° dérive des Qi et (si v > o) des Q?. 
Soit REQ’ le p. p. c. m. des V, U, W oe ye’, et R°(£ Q!°) le groupe 


des substitutions réelles de R, qui est le p. g. c. d. de Q°, R. Je dirai 


que R est le groupe réduit dé a dans x, et Re le groupe seru-réduit 
de a dans %. R est normal dans Q°, et R° dans Q°. 


Comme dans le cas des groupes galoisiens, R contient toutes les 
My (k=1, 4, y) où u est carré dans 9t’. Donc mR = my, R, el 


i ms : Le ; 7 u 
m,; est dans m,.R = Mi R | car 21 — (1 ae Lt Si d’ailleurs U. == =) 
Rie as . | “4 


#1 Fa = à : . 
My = Mon Mauve Done Q, dérive de R et des my rou est euteer 


dans 9v’ et n’a aucun diviseur carré. De plus, si my, est hors de R, 


My My (Æ, b=1,..., v) est dans R (I, 29). Donc Q° dérive de R et 


des m,,, où # est un nombre fixe choisi parmiles nombres 1, ..., v’, et 


fet, ; ae : ie I+ , : ; F dey y 
où LL parcourt z (vi = ro n’est pas dans xe’) et l’ensemble £’ formé 


des nombres premiers primaires (' ÿ de x’ et de 1 ences pre- 
miers de 2). 

Je dis que, st p. est’ un entier non carré de Io’, my, est hors de R. 
Comme —1 est carré dans x’, on peut négliger le signe de u, et 


supposer u sans diviseur carré A+ 1. 


Supposons d’abord y réel. On trouvera comme au n°9 une série de 
nombres premiers p tels que p. soit non carré dans le champ C, 


da ordre p, et l’on voit de mème que my est hors de R. 


- Soitu —tiu,, v., élant réel > 2 (27 est le carré de 1 +1). En faisant 


jouer à p, le rôle que jouait u dans le cas précédent, on pourra 


employer la même série de nombres premiers, puisque, tous les 


nombres premiers de cette série étant 1 mod 8 (cf. 9), test carré 
dans C,,. 


Soit y. — 1. On pourra employer la série des nombres premiers =5 


mod 8. 


Soit pu = 1% ht, py étant réel > 0, el Us = ta or, a (B— = 0 
ou 1) les @; étant premiers. complexes PE pi ‘maires, distincts, el 


{1 one pour la théorie des nombres entiers de ot! , BAGHMANN, Die Lehre von der 
Kreistheilung, p. 150-184. 
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aucun d'eux n'étant conjugué d'un autre. Cherchons alors une série de 
nombres premiers p—3 mod 4 tels que yp soit non carré dans le. 


champ C,, d’ ordre p?. Dans C,;, (SE) = 1('). Done 
94-90) 


Soit d'abürd L is o. Alors (3) = (2 


)(). Or si 9,1) = pr ily 


Oj 


a (mod ow; j) carrés et “non carrés (*). Sid’ ailleurs £ E est un 


dés ms ~ restes ne dep; dans 9, ona 


Pi 


es (mod pj) = Crea w;). 
Done les = ‘ restes quadratiques i P, dans % ‘sont restes qua- 


os D, dans ov. Ils sont d'ailleurs incongrus mod B; 


dans ov’, car la différence à de deux d’entre eux, étant réelle, ne peut 
Age TNT PEAR Ua ox RE ho ee ô 
être divisible par ©; sans | être par 5, (Ie conjugué de — set entier 


| ra 
comme =), De méme les 2 non restes de p, dans 9% ae des non 


5 


restes incongrus de &,dans we Il suffit done de prendre, dans la série 


des nombres premiers p==3 mod 4, celle des nombres de sont 


= 1 mod et en même fompe congrus à un non reste de Pas 
1 


_ Soit enfin B =1. Comme (= = ) = dé 1) Ce ), il suffit de prendre, 


; see la série des nombres premiers qu’ on vient dobtentr, qe des 


nombres premiers —7 mod 8. . 
Si done m,, était dans R, cela aurait encore lieu lorsqu’ on n prend Cy 
pour © (en identifiant alors R avec le groupe réduit de la forme LY ayy, 


ou LY ay, + a tel qu'il a été défini dans I, 39), en supposant p supé- 


rieur aux normes des dénominateurs des coefficients des substitu- 
tions U, V, W, par lesquelles m,, est exprimable. Or cela n’a pas lieu. 


(1) BACHMANN, op. cit., p. 167. $ ax 
(2) Ibid., p. 180. ; - of se 
(3) Ibid , p. 159 et 16r. | L 


(+) Ibid., p. 181-182. ; | f ete eee 
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Il résulte de là que si mM R=m,R, Lu est carré dans x’. En 
effet , My 7, étant dans R (1 29), ona MuR= my R. Done ms est 
-dans R. Donc uy! est carré dans ov’. 

Désignons maintenant d’une manière générale par m;, un élément 
réel de m,, R, s’il en existe (on peut supposer que m,, = m;,). Il est 
clair que m,, est déterminé mod R°, et les relations 


| Mes R = mpoR MGR, Nipy Nyy R = R 
donnent | | 
Mk po R = Mig Meg R° muy R° = R°. 

Je désignerai encore par R’ le p.p.c.m. de R et des m,, où v. 
parcourt & (siv >o0,'on peut supposer que m,, = m,, pour hv, et 
par R’° le p.g.c.d. de R’, Q°. Il est clair que R°° dérive de R° est 
des m;,, que R est normal dans R’, R° dans R”, et que 


R°[R‘=R'|R. 


26. Soit d'abord y =0,n = 3. — D'après le n° 21, en reprenant les 
mêmes notations (sauf que X, est ici remplacé par ot, et 9b, par It ), 
Q° est formé des substitutions s et est isomorphe à £. Dans cetisomor- 
phisme R correspond au diviseur © de £ qui dérive des &;,, p,; © est 
formé des s où A est carré dansx’, et l’on peut supposer que, dans ©, 
A= 1 (dans x’, £ dérive de © et des wz où & parcourt ® 1 +i et à). 

R° correspond au diviseur R° de © formé des (S235 ) ou y = — 6, 
xo + 6B = 1 (21). Pour qu'une my soit dans R°, il faut donc et il 
suffit que a” = 0? = L, Y = Der ax = 1, c’est-à-dire que | ait la 
forme = avec «x = 1. Pour a= 1, onau— 1. Donc d, est dans R’, et 


c'est, dans R®, la seule m,, A 1 où pr soit réel. | 
Mi, qui est dans Q°, nest pas dans R°, puisque t n’est pas carré 


dans x’. Mais, comme 21 est carré, my; est dans m,,R°, donc dans R”. 


Toute substitutions de Q° hors de R est dans un complexe de Q°|R 


tel que m,,R, p. étant un entier de ot’ sans diviseur carré et ~ +1. 
; i . a = + B 
La substitution correspondante de £ a la forme are (ad — By = 1). 
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Les conditions de réalité de s sont (ici A= y.) 


P—æpi, yue=b Jah, Bi=—ayyp, 
ad + By = ad + By. 


Donc pi est un carré m?, el, uy. étant un entier > 0, mest un entier 
_ réel que je supposerai > 0. La relation up. =m° montre de plus que, 
si uw a un facteur premier complexe a, il a aussi le facteur ow. Done pv. 
est de la forme #m, et l’on voit que m est un produit de facteurs 
premiers réels, positifs et distincts. En désignant par €, ¢’ des unités 
égales à + 1, les conditions de réalité de s s’écrivent 


iN 


d= eam, i> p= ab, 85 = — aym*, 


avec 10 — By = 1, ou exam — © BB cr. 


’éliminination de y, à donne (e + a8 — 0. 

m n'a, dans X', que des facteurs premiers complexes, il a la forme 
m = qq, q étant un produit de facteurs premiers complexes dont 
aucun n’est conjugué d’un autre, et l’on peut faire, ou bien «=o, 

. I 
ese, B= gy ou bien fee ae | 

St m a, dans X', des facteurs premiers réels, «8 est 4 o, sans quoi 

on aurait une équation de la forme ff = mgg, fet g étant des entiers 


premiers entre eux, ce qui est évidemment impossible. Done & = —«, 
a! 5 E s 
et, en posant «= —, on a aa’ + 88 =em. Donc e =1. Comme tout 


nombre entier >o est une somme de quatre carrés ('), on peut 
résoudre cette équation en «’,8 (et mème les supposer entiers). 

Donc Q° contient tous les m’,, R°, c’est-à-dire que ®® = R'. 

Pour y = 0, n = 3, je définirai le groupe réduit R de a comme coin- 
cidant avec R°, et je désignerai par R le p. p. c. m. de Ret des m! 
ä parcourt Ÿ. Il est clair que R = R”. Done Q° = R’. 


1 où 


(1) Voir, par exemple, BAcHMANN, Niedere Zahlentheorie, 1. Il, p. 326-328, 369-373. 
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ZiSSeuy = 0, n= h.-— D’ apres le n° 21, en [pris les mêmes 
notations (sauf que ot, est ici remplacé par %, et x, par 9t’), R est 
ici formé des Bouatfucibas rs et coincide avec VW de J, 40, R° coin- 
cide avec V°W". Ici encore. 


V°= W'= H(a, 96), 


eb VV", comme W°, permute ADR remenEt les points PAL Las Ye) 
de L? 2,7, =1. 


Pour que m,, soit dans Re, il faut et suffit que l’on ait aos U, 


a =a,8=8'=0. Pour que m, soit dans R°, il faut et suffit que 


Yon ait «=, & = &, B= B’= o. Donc, comme au n° 25, TGS 


est dans R°, et c'est, dans R°, la seule m,,-£1 où x soit réel. Ici 


encore m;;, qui est évidemment dans Q°, est dans mx, R° hors de R°. 
Toute substitution 5 de Q° hors de R° est, comme au n° 25, dans un 


complexe m,, R où y est un entier non carré de x’. Les conditions de 
réalité d’une substitution m,,rs sont 


eee Here ae ie # = PRE 
M rise A 2 
PO BR, dy =— af’, eye SS By’, S = 40 


Done, comme au n° 25, u est de la forme vm, m étant un produit de 
facteurs premiers réels, positifs et distincts. 
= Supposons : abord a, 8, Y Ô non nuls, et posons 


Far = ?. 


Les équations (1) et (2) s’écrivent alors 


(3) Fe 60’ = me’, ; m'y =—tf, mia! = 60, ER 06'—= — m'}!, 


: (4) = 88, by'=—6', - B——6} Bale’: 
= On déduit de (4) : 


O(a!’ —Biy')=C(a'd—B'j'), d'où. C=6. 
En éliminant alors 6’ et y’, on obtient de suite 0 — 00? =m? La” 
condition ao — pie — 1 donne alors 


Bac + BB = 8. 
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Donc 8 est positif, et 0 = m. On a done 
(5) DM, pies Jd= moa, 7 v= 


Soit « = 0, donc By = 1. Alors (1) donne 60’ = 68’=0, d'où à =o. 
En posant 8 = — y (la condition P= = —1 donne 86 = 4; donc 4 est 
réel >), les équations (1) ct (2) s’écrivent 


m? y'=— 66, nv a! = 00", 0’ = Ga", B'=— 67’, 
d'où ES À 
m?(a!d! — Bly!) = 6?( &! 6! — B'ÿ'), 


d’où § =m, et l’on a encore (5). 

Sid =o, (1) donne ax = ay'’= 0, d’où « = 0, et l’on rentre dans le 
cas précédent. 

Soit 8 = 0, done «#6 =1. Alors (1 ) donne yy'= ya’=0, d'où y =o. 
En posant 6= 42, et en raisonnant d’une manière toute sanblante 
on obtient encore (5). 

Si y = 0, (1) donne 88’ = Bo’ = 0, donc 3 =o, et l’on‘rentre dans le 
cas précédent. 

Ainsi quels que soient «, 8, y, à, a’, B, y, 2’, les conditions de 
réalité de m,,rs se réduisent à (5) avec 


ad — By=a'd’— B'y’=1 ou od m? + BB = a! &! m°+ B'B= m. 


Donc, comme au n° 25, Q°= R”. | 

POUP SN 20, Tin 4, Je définirai encore le groupe réduit R de a comme 
coincidant avec R°, et je désignerai par R' le p. p. c. m. de R et des m: 
où y. parcourt ®. Donc Q° = R’° = KR’. Ici D divise R. 

Faisons correspondre à r (dans le champ 9b’) la. substitution 


œU + : : ; Le 4 > 2 : 
(u, a), asla substitution (s, ae +). à m,) la substitution 


Ip. 


= 4 
bee u hu | a7 


x . . 3 u 
à ¢, la substitution | RS | = 1. Alors m,,m, (qui est dans R) corres- 


LUS 


i 


Fe ee) di ey A Pe de RÉ NES né A 
(ae, x - xe a 
d ‘ t 1 
À Ÿ =) 
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pond à |w, je an et May = My. M, Ms à 


Le Nia 


“Posone c= 0,07, 


uo AU 
Go = HIN), et soit 3 le p. p. c. m. de x et des uy où x parcourt &. 
Alors ey correspond ax, Q°|Dax, Q[D à 


Ly, A ee y+ EY, 


et RID: a X,. En désignant par w, la correspondante de m,, (u. parcou- 
rant ®) d ans 7, RD. correspond au p. p. & m. x, de X, et-des w,. 


28. Supposons maintenant RER yvZ0 et n — AS Désignons 
par #, me deux des nombres VAL NE ON Soient, 
PO = GH Nip, Op = Quy Pax Sas mice ue deviennent res- 
pectivement les groupes R, Q et les substitutions 7, s, m, du n° 22 
quand on y remplacé 9, par %, æ&, par æ,,3, Yi Pal Yu Vy Par V,, 
Mo Per y, (et 3, Par 24, 3: Par 5,, 33 Par 2.4, 2, par Zu). 
SOIR = R;, Qin = Qi. et me ce que deviennent respectivement 
les groupes R, Q et la substitution mj, du n° 21 quand on y rem- 
place 2, par 9b, x, par tsi. Y\ par Yu (et 3, Par 244, 32 Par Zaz; 
2, par Z,»)- Ry est le groupe réduit de Ÿ#, +4,. Soit, pour v>o, 
R, le groupe réduit de 9 + ,, et posons | d,; = Dy, | du = Dee 

Je définirat ici le groupe réduit R, = R de a comme étant le p. p. ¢.m. 
des Ry, et (stv > 0) des R,. 

Tout d’abord, stv => 0, et st u est un entier réel positif ou négatif, 
sans diviseur carré, my, est hors de À Supposons en effet que l’on 
ait m,, = Sen Sn » Sip Sarre étant. des substitutions des R, ou des R,. - 
On peut ue comme au n° 9 un nombre premier p supérieur aux | 


dénominateurs des coefficients des s, et tel que (E) =—1. Dans le 


champ C, d’ordre p, les s; sont toutes paires (I, 39). Donc, dans Cis 
My, serait paire. Mais, par un aren des seules variables z,, ..., 
Say on peut ramener a dans C, à un type où rn — 29£2, et l’on a vu 
alors (loc. cit.) que m,, est eed 
En particulier, st v > 0, d, est hors de R. 
__ Considérons maintenant une substitution « de R®, et reprenons les 
notations du n° 23. 
Soit d'abord y = o. En multipliant « à droite par une 7, ou une 5,;, 
Ann. Ee. Witt: (3), XLII. — Décempre 1925. 47 
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on peut rendre a,; #0. En multipliant encore à droite, comme au 
n° 23, par des substitutions de R, on ramène « à une substitution de 
la forme ID}_, mj,.(9,0;=1). Or m;,, qui est dans un Q?,, est permu- 
table à R, et mi M, est dans R (c'est une r,;). Donc, en multipliant. 
encore par des substitutions de R, on ramène « à m(e = I,,)- 


Comme pp =1, p a la forme = 3° © étant entier dans 90’ (8). De ue 


Me étant dans R°, p est ici carré (25), ‘et de même oc = pa. 5 
Soit ¢=u?u, u-n’ayant pas de diviseur carré #4 +1. Il faut que UU. 


soit carré. Si ane ua le facteur premier complexe &, il a aussi le fac- 


teur &. Done w est le produit d’une unité par un entier réel, 


et p— (2): Donc m,, est dans R (22). Done « est dans R. ve | 


pour VE O RISK: 


Soit maintenant v > o. En multipliant « a à eis par une V, une U, 


ou une ¢,,d;, qui est dans R (I, 32), on peut rendre &,, £ o. En mul- 
tipliant au besoin à droite par d,, on rendraa,, positif («,, est réel). 


En multipliant ensuite à droite par une mom 9 x (cétant dans x ‘), qui 


~ 


est dans R (12), on ramène 2,, à 1. On pourra ie comme dans I, 30, 
à l’aide de substitutions de R, annuler tous les «;,, 3;, oy est #1. 


Dès lors, comme au n° 23, on est ramené au cas y= o. On voit done 


qu'ici, à cause de l'emploi éventuel de d,, « est dans R+d, R. ere 
_poury > 0, R°=R-+d,R. : 


Ainsi R est normal dans ©, et l’on ree identifier m', CR parcou- 


rant ®) avec Maye Donc Q°, dérivant des Q?, et, siv > 0, das Qi, dérive 


de R, des mj, et, si v > 0, des m,, et de d, (12). Or si v= 0, My My 
est dans R°=R. Siv>o0, My, My, CONC aussi M,7;4, est dans R. Done 


Mu, étant réel, est dans R’ = R. Donc Q! derive de R, des My, el, St | 


_v>o, de d,. ‘ 


Désignons désormais par R'(= R") le p.p.c.m. de R et des m’,,. 


Q°=R' + d,R’. 


Si 
V=0,Q0= RS yo (alors on peut supposer que My =. My); 


Comme —1 est carré dans x’, d, est dans R. Boner pour VE 0,0: 


Q, aie R’. 


Siv>2,d qui est, comme d,, one de R, est Saha d, R. Dave aoe nat 


dans R, ce qu: on savait d'ailleurs déjà (1, 29). Or Ry contient tes 2 FE. 
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Donc, pour n pair, D divise R toujours et seulement si v est pair. Pour 
n impair, D est premier a Q°, 

SEV = 6;.R qui est < Q°, ne peut contenir tous les Q,9. ene a. n'en 
contient aucun, le rôle de chacun d’eux étant le même. Or m,,, comme 


my, est hors de R, puisque Mu My, est Rene R. Donc lep.g.c.d. de R, 
Qi est Rue. 


29. Darin ¥ > 0, toute substitution « de Q° (dans X) suffisamment 


voisine de 1 est dans R’. — Prenons en effet les notations du n° 23. Les 


coefficients diagonaux de « d'indices Sv, supposés assez voisins de 1, 
sont réels > o. Donc, en multipliant « à droite par des substitutions 
de R, on peut, comme au n° 28, et sans employer d,, ramener « à une 
substitution mi, dé Ri. 


30. Revenons maintenant au cas où © = r,, el soit R le p. p. c. m. 


des Qi, et, siv > 0, des R,. R sera dit le groupe réduit de a dans K,. 


D'après ses générateurs R est continu. 

Pour vy = 0, on a déjà vu que Q°=R (23). Alors Q° est continu, et. Q° 
contient D toujours et ie us stn est pair (22,24). 

Soit y > 0. Comme Qi =R,+4d,R, (15), Q° dérive de R et ie LIRE 
Mais d, est-il. dans R ? Supposons que 4, =5,5,...,5,, 5,, ... étant 
des substitutions des Q/,, et des R;. On pourra trouver dans le groupe Ry 
ou Q°, auquel appartient s; une substitution s’, à coefficients rationnels 
(appartenant au groupe R,, de X sis; est dans Q;,) aussi voisine qu'on 
le veut de s;. Sis; est dans R;, cela est clair. Supposons done:s, 
dans Q°, et remarquons d’abord qu'on peut trouver sur le 
cercle x? + y*=1 un point (a’, y’) à coordonnées rationnelles aussi 


voisin qu'on le veut de (x, y) : cela résulte DAS de la 


représentation unicursale æ = ——; = © Si donc « et 8 sont 
P re ee ee ER 


deux nombres complexes tels que aa + BB— 1, c'est-à-dire tels 


À que ue "cosu, B= evsinu, on pourra trouver CAC RO , v! aussi 


voisins qu’on le veut de «,, B,, u respectivement, et tels que Cost, 
sina’, cosu’, sinw’ soient rationnels. Alors « =e cosw’ et Br eS sin nu” 


sont dans x’, et aa! + 3° B —1.Delàarésulte l'existence des. On aura 


donc une relation de la forme d,e —5 s,..-, € étant, d'après cette 
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relation même, une substitution du groupe Q° de a dans % aussi 
voisin de 1 qu'on le veut (cf. 15). Done é est dans le groupe RB’ du n°28. 
Mais alors d, serait dans R’-ce qui n’a pas lieu (28). Done, dans le 
champ %,, si» > 0, d, est hors de R, et Q°=R + d,R(R est évidem- 
ment normal dans Q°). 

On voit alors comme au n° 15, en tenant er des observations 
précédentes, que sz v > 0, Q° est semi-continu, 

Si n est impair, Q° est évidemment premier à D. Supposons À pair. 
Q?, contient dy, (22). Si d’ailleurs v est >o et pair, R, con- 
tient d,d,...d, (12). Si vest impair 23, R, contient d,...d,. Comme R 
ne contient jamais d,,.on voit que, pour n pair, R contient D toujours et 
seulement si v est pair (20). 


31. Tutoreme. — Pour n25, RD|Dest simple (*). 
Soit d’abord y = à (alors Q°=R), et montrons que tout diviseur 
X non <D de Q°, normal dans Q, coincide avec Q®. 


Soit s—(s,) une substitution de X hors de D, et supposons d'abord 
que s ne soit pas permutable à toutes les substitutions 0, (19). En raison- 
nant comme au n° 5 (il suffit de remplacer s,3,+ 3,3, par z° + 3%, 
2, 3,2, par 2° 3}, et le facteur arbitraire ode module 1 par — x), on voit 
que X contient ps Done X contient chaque R,, et, en transformant 
par T,,, chaque R,,. Donc X = Q°. 

Supposons maintenant s permutable à toutes les 6,. Alors s se réduit à à 
une multiplication, et comme s conserve a, ses multiplicateurs sont 
tous égaux à +1, Comme d’ailleurs s est hors de D, on peut supposer 
que s=|—¢,,¢z,, ez,, ...[(e = +1). Q contient évidemment une 
substitution + qui échange z, et s,, et X contient s-'t~'st = 4,,. Done, 
comme tout à l'heure, X = Q°. 


32. Supposons maintenant que y des 3; [I1SVS ~ (20)], tels que 33, 


Ziv ces Buy Solent remplacés par — 35, ..., ~ 3}_,.,. En raisonnant 
comme au n° 6 (avec les modifications indiquées au n° 31) on voit 


(1) Cf. Cartan, A. B, N., 1914, p. 286. 
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que X contient 0,,, le nombre des indices À, & qui sont > n —v pou- 


vant être 0,1 ou (siv >1) 2. Donc, en revenant maintenant aux 


notations du n° 28, on peut supposer que X contient, ou d,(k >), 


. LO eae eigen ‘ F 4 
ou d,, ou (si to St Si X contient 4,, il contient 
Tdi Tu = di (lS V7; 


donc chacun des deux diviseurs dont Q), est le produit, done tous — 
les Q;,, et de plus tous les R,, donc aussi R. Si X contient d,, il 
contient R, (15), done tous les 4 (15), done encore R. SiX contient 4,, 
(pour y > 1), il contient tous fe R,, donc tous les d etR. 

Donc, siv > 0 (alors Q°— R + d oe: tout diviseur X non =D de Q’, 
normal dans Q, contient R. 


33. Je dis maintenont que tout diviseur normal X de Q° est nor mal 
dans Q. 

Prenons a sous la forme wij 3; (C= aly, et désignons encore par 
les mêmes lettres les expressions de Q, Q’, K, D et de leurs substitu- 
tions par les variables actuelles. | | 

On peut supposer n pair, sans quoi Q = Q°D, et X, permutable à à, 
est évidemment normal dans Q. 

Comme 9, est hors de Q°, l’unique donjugué de X autre que X 
est X'= 9, XO, normal dans Q° comme X, et XX’ est normal dans Q. 


Donc XX’ contiertt R. Done.XX'= R ou de Le PR d.@ de X, X’ est 


X'|6. Done 0 


normal dans Q, et XX’ 


ne contient pas R (XX Re: est (ordre 1 ou 2). Dens © divise D, et, en 


prenant XD pour X, on oes supposer que® = D. 
Soit d, = 66 = E Ed, E — = Cas a) étant dans X, et & ‘= (6,8) dans, X’ 
(vy <kSyv’). Posons 0; £9 €, 9,6,0, = &5 6 est dans X, et & dans X’. 


Comme d, est perictables a6, on a 


a dy = EE, à. 
Donc aie ae 
UE DEEE dy (tae 6 où r). 
Done O60 s= eds, et 6,0, Eds. Done à =o, et, en posant — 


=[p;] (p= =!), 
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on aura 
(1) Ej=pjtjn Fla —ojbja, Saj—=—Ppjba (*FY), 
(2) Exg— pjbap (a, Bizzy): 


Faisons 7.=1 et 2. Comme les Cup où a, 5 sont >2 ne sont pas tous 
nuls (le déterminant de £ est 40), on a p, = p,, et de même 


Da = Ps... = Pn- 


‘ : à 3 mf : ry 
Donc, d’après (1), les %,, où à #8 sont nuls, c'est-à-dire que £ et 0 
. . . 7 3 . ! 
sont des multiplications, et 4 = dé (e = 0 ou 1). Mais & est dans X’, 
et £ dans X. Donc£ et £’ sont dans D, et d, devrait être une similitude. 


34. Soit maintenant X un diviseur normal de R non normal dans Q°, 
et supposons X minimum parmi les diviseurs normaux de R qui ne 
sont pas normaux dans Q°. On suppose ici R< Q°, donc y > 0. Alors 


Q°—=R + d,R CRETE Re) 


Comme au n° 33, l'unique conjugué de X autre que X dans R 
est X’=d,Xd,, normal aussi dans R; XX’, étant normal dans Q°, done 
dans Q (33), coincide avec R, et le p. g. c. d. @ de X, X’ divise D. SiR 
contient D, c’est-à-dire si y est pair (30), on peut, comme précé- 
demment, supposer que 0 = D. Si R ne contient pas D, @ — 1. Ainsi © 
Létlep:gic.sddeR; D: 


Posons n — 2 = met 


TR Smith Fnpv thy Va = Sm+h— Fmivih (A =H, ..., ¥). 


: Soit encore 


0;=|3;, — 3;|, 0;0;= 9;,, (QE M PART Qi 
et 
‘6; X6;= X; Bip X 6; = X;;. 
On aura 


dy = nimes “PRET = tdy, CPE = th. 


Posons, pour abréger, m4+-h=e,m+y+h—= bf alors 


d= by, Be dnt, Y=ty et Q=R+RE+RE,+ RE 


UV i a ils 


> et a X!; On a OAS 
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Q|R est d’ordre 4, et Q a exactement 3 diviseurs d'indice 2 qui sont 
Pee Eel OQ" STR, dE Qe REG 
Il est clair que Mot X, sont, comme X, normaux dans R, et l’ona 
Xy=X', diXd=X, R= X.X;. 


Les relations 0,X9,—X,, 6,X’6,=X, montrent d’ailleurs que le 

p.g- c. d. de X,, X, est 6,00,—0. Dane R|O est ile produit direct 

de x -|9 pate we 

0. igre ah XX, 0 est pro-. 
duit direct . X16 p: par X Hes 2° chaque élément Z 6 de X,[0, étant 
hors de X|6 et de X’|0, a la forme Ogg’, g étant dans X hors de © 

et g' dans X’ hors de @; 3° & étant quelconque dans X, on aura 
0 gg’? = 05 gg’ ou, puisque XX’10 est produit direct de X|O par X0, 


© gi—0€%g. Done Og est normal dans X et par suite aussi dans 
XX'|8—R]9. Done R aurait un central ou un second central 


_(E.,94) >. Mais ce central de R, étant évidemment normal dans Q, 


devrait coincider avec R (32), tandis que R| 0 n’est pas abélien. 

Done X,| 0 ne peut étre premier à la nee aX|Oeta X'|O(cf.E. Ton 
Supposons que X, et X aient un p. g. c. d. >@. Ce p.g.c. d. est 
normal dans R. Done, d’après ne faite sur X, on aX,=X. 
De même, X,|© n'étant pas peau à la fois a BE et à X'|0, 


ona Xp=X. 


Ainsi on a, ou bien X,= X, Xy= x? ou bien Xy= x, < X’. Dans. 


le premier cas 9, est permutable à X et à X’, et 0, les transforme l’un | 


dans l’autre. Dans le second éas 0, est Rene aXetaX,et0, les 


transforme l’un dans l’autre. 
Désignons maintenant par « un indice parcourant les Wendy ea 


M, ,M+y =n —Y(EY+S). Alors 9,.=9,+t,d, est dans R 


Cis, 29, 32), donc permutable à X et a X'. Donc 4, transforme X et 4 


comme 0. et 0,= dy transforme X et X’ l’un dans autre (comme d,). 


Considérons encore ici d,= EE’ = EE dè, E — (Sua) étant dans X 
et & = (64) dans X’ (A>v), et te a’ abord 0, (a a X 


6, are ps LS eres Si bu : 
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/ 
£, étant dans X, et £ dans X’, et 


LUE, d'où ENR EES ds (næooun 
Done 6,56, = Ed‘, et, en posant d'u=[p4] (eu = + 1), 


PTE Pu Euus En Pu Eas Eon =— Pu Eau (a u), 
CoB = Pu Ex (a, Bu). 


Si 2,=—1, tous les 4,8 où a, 8 sont = « sont nuls, et :£l est nul, 
ce qui ne se peut. Done p,=1, et Eur = Eau = 0. Done £ et, de mème, 
£ opèrent sur 3,,...,3, , des multiplications, et substituent àz,_,,,,..., 
z, des fonctions des seules variables z,,,,,..., z,. D'autre part 
Of = PR EVE, 52) transforme X et X’ l’un dans l’autre. Donc, 


comme au n° 33, 
9, G¢= Eer] (pp= 1). 


Donc £,, = pra et si, par exemple, d,= d,,,—=0,,, ona 


¢2 
2 


opt?, pro —1, prts, =1 (n—a2vest 23), 


ce qui est impossible dans 9%,. | 

Supposons maintenant 4, permutable à X et à X’. On voit de même 
que £ et & opèrent sur z3,.,,,, ..., 3, des multiplications, et trans- 
forment z,,..., 3,_, en fonctions des seules variables z,,..., 3, 
D'autre part 0, transforme ici X.et X’ l’un dans l’autre. Donc, comme 
au n° 33, 0,60, = §[9,|. Sin ou v est impair, R est premier à D; done 
tous les p, sont égaux à 1. Sin et v sont pairs, donc n°6, et v 22, 
n—v v-+3est=5, et l'on voit comme au n° 33 que les p, sont tous 
égaux. Donc, comme au n° 33, quel que soit n2 5, € et & sont des mul- 
tiplications, et £ = dE (e = 0 on 1), ce qui conduit à la même impos- 
sibilité. 

Donc, dans ye, pour n°5 ety o, RD |D est simple. 


35. Considérons en particulier le cas où n = Get y = 0, et les groupes 
H, H°, H', H’, J, J°, J‘ de variables %,, €, 5, Us, relatifs à la forme 
Z: Gb (2) (*). J? est d'ordre 4 et J' d'ordre 8. Désignons pare, f, g, À 
RE Sah aa GE PE ne a bre ua se ea he Ce. 

(1) Cf. CarraN, 4, EN, 1914, p. 355. 
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une permutation de 1, 2, à 4, et considérons les déterminants 


Ÿ 


Les = à a 


a Cur Cyr ¢, étant cogrédients à C,, a Cs» C,. Les substitutions GP, 
(de bt 3) fixent Zy et Ze, et opèrent sur Z,,, 2. Lys Len les substitutions 


respectives 
| 
oO 
ef wa _ 
| ax 


ses 28 oe 

Done, en écrivant x,, y,, Los Vas Ls, Va pour Ly, Lois Luz, Lips Ley, Lig 
respectivement (‘), {H?,, H/,} fixe æ, et y,, et opère sur 2, ¥,, 2, V2, 
donc aussi, avec les notations du n° 21, sur-z,, 32, 3,, 3, toutes les 
substitutions du groupe Q°, relatif à 


p 
sage) =? a Co) 
& 
0 


ees 255%. 
Donc H°, qui est le p. p. c. es H;,(2) opère sur 
CEDET (as = Titi Vs, 26 — La— Us) 
toutes les substitutions de Q’ = Q°. 


La similitude o qui multiplie ¢,, ¢, ¢, ¢, a V—1 opère sur 
3,, +++, 3, la similitude d(c? conserve les z,), et J°= {co}. D’ailleurs 
ici Q°—R, et Q° contient d(30). Done R est isomorphe au second 
combiné (17) H, de H° ou à H°|{6?}, et R|D=H°{J°. 

Soi X = H° + H°4 un diviseur de W tel que X||0?} = Q. Alors £° est 
dans H°. Si donc [¢| Ax, || est égal à -- 1, et X= He. Mais, J' étant 
d'ordre 8, H'|}o?{ ne peut être isomorphe à Q. Donc [| =1. Mais 
alors ¢, qui est hors de H°, multiplie Z*@C, par un facteur positif 
pzÆ1(L),etp° devrait être égal à 1, ce qui ne se peut. Donc X n'existe 


pas. ° 


(2) qe remarquera que, dans la relation k 


2} CAE Leplign+ Leg lag + te 


les permutations efgh, eghf, ehfg des indices du second membre se déduisent de la pre- 


mière en y permutant circulairement f, g, 4. 


0 0-0 —— - 
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SUR 


CERTAINES COURBES GAUCHES 


Par M. G. TZITZEICA 


Si l'on désigne, ¢ comme d'habitude, par T le rayon de torsion en un 


point M d’une courbe gauche, par d la distance d’un point fixe O pris 


pour origine des axes au plan osculateur et par 0 l’angle de la binor- 
male en M avec l’axe Oz, il est aisé de voir que les expressions Td? 
et T cos*0 jouissent de propriétés d’invariance par rapport à certains : 
groupes linéaires. En effet, comme. on a . 


jet elet| eg (ay yal 
eit RE Tcos'0— ed 


où. Le aus entre an sont de déterminants, il est manifeste 
que Td? se reproduit, à un facteur constant près, si l’on applique une 
transformation linéaire de la forme 


HEAR Ye aet bytes RES CAN ea 


qui ne Change ni l’origine ni le plan de l'infini, et qu'il en est de 
même de T cos? par rapport aux transformations de la forme 


ne ee Year thy t ey Du ose 


qui laissent. invariables le plan de. l'infini et le point à l'infini de 
l’axe Os. | | 
On est naturellement conduit i as’ s'occuper des courbes appartenant 


à l’une ou à l’autre des classes : 


(1) ne ? à Te = const, 
\a) PEINE -T-cos*@ — const. 
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J'ai étudié les courbes de la classe (1) dans un Mémoire publié, en — 
1911, dans ces Annales. J'étudierai maintenant les courbes de la 
classe (2), en ajoutant à la fin quelques propriétés nouvelles des 
courbes (1). Une partie des résultats de ce Mémoire a été communiquée 
à l’Académie des Sciences (Comptes rendus, t. 180, 8 juin 1925, 


De F7LO.). 


1. Remarquons tout d’abord que dans les transformations qui 
laissent invariante la classe des courbes (2), les coordonnées x et y 
jouent le même rôle, différent de celui de la coordonnée z. Je prendrai 
donc z comme variable indépendante, de sorte que l’on aurax = f(z), 
y = g(z).L'équation 


(x y" y'a") 


ere Const. 
qui définit les courbes (2) devient alors 
CE ARRET Ne 
(3) ER clea AN EE RS 


CO yt a 


En tenant compte des transformations que peuvent subir æ et y, 
on peut considérer ces fonctions comme intégrales d’une équation 
différentielle linéaire de la forme 


(4) 0” + pb" + q8'—= 0, 
où p et g sont des fonctions de s. L’équation (3) devient alors 


x'y"— y'x" 


=const., 
q 


où ni le numérateur ni le dénominateur ne peuvent être nuls qu’en 
des points isolés de la courbe. On tire de la dernière équation 
Pg +q'=0, 


et alors l'équation (4) donne 


UA 
— + 0 = const. 
q 


ee 
aw 
’ of 


ou bien 
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On a donc 


Ud " 
Æ 


mL 4, y 
q | q 


a et b étant des constantes, Fra 
(e— a)p"— (2 —b)2"=0, 
que l’on intègre immédiatement 
æy'—yx" + bx'— ay +c—o 
(5) a ædy — y dx + bdx—ady+cds=o0. 
On a donc le résultat suivant : Toute courbe de la classe (2) appar- 


tient à un complexe linéaire. 


2. Réciproquement, considérons une courbe appartenant à un 


complexe linéaire non spécial. On a 


(6) : A(ydz— sdy) + B(zdx —2xdz) + C(x dy — y dx) 
| + A; ga eB dy Ma ES 


où A, Bs C, A,, B,, C, sont des constantes et AA, + BB? + CC, S 0. 


Kno désignant par «, 8, y les cosinus directeurs de la tangente à une 


courbe du complexe et en posant, pour abréger, 


(7) pes Dred Hees Nee Cz —Az+B,, R=Ay —Ba+C,, 


ae équation (6) peut s’écrire 


taper 5: Pa+Q6+Ry=0, 

d’ou Io on tire, en dérivant par rapport à l’are et en sinpleyant les for- 
mules bien connues de Frenet, 

(9) | Pa + QB, + Ry, =o 


ig et de celle-ci 


(10): «Pos + QB + Rs =T (Aa. +B, + Cy). 


Les valeurs (7) de P, Q, R montrent que l’on a la relation 


er PA + QB+ RC =AA, + BB, + CG. 
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D'autre part, de (8) et (9) on voit que 
P. = ia, Q=Af,, R= Ày:. 


Si l’on introduit ces valeurs de P, Q, R dans les relations (ro) 
et (r1) et que l’on élimine ensuite A, on obtient 


AA, + BB, + CC, 


Teg A Rip aes 


8 étant l’angle de la binormale avec la direction ayant pour parametres 
directeurs A, B, C. Donc : Toute courbe appartenant a un complexe 
linéaire fait partie de: la classe (2), Vaxe Oz étant remplacé par l’axe 
du complexe. | 


3. En revenant à l’équation (5) et en remarquant que l’on a néces- 
- sairement c ~ 0, on peut poser y = ke) et l’on a alors 


s=a(xf —2f)+ b; fer 


a,, b,, c, étant des constantes arbitraires. On a ainsi le aol suivant : 
Sur tout cylindre, à génératrices HR à Oz, uy a une infinité de 
Bes dela ead? ( ZE 


i. 


4. Il n’est pas difficile de prouver que toute courbe C’ conjuguée, 
par rapport à un complexe linéaire K,, d’une courbe C appartenant 
à un complexe linéaire K, appartient, elle aussi, à un complexe 
linéaire K’. On obtient de cette manière des transformations des 
courbes de la classe (2) en des courbes de la même classe. 

Il est plus intéressant d'étudier les transformations asymptotiques 
de ces courbes, c’est-à-dire, étant donnée une courbe de la classe (2), 
trouver une autre courbe de la méme classe, telle que la droite qui 
joint les points correspondants engendre une surface réglée admettant 
les deux courbes comme lignes asymptotiques. 

Il est d’autant plus intéressant d’étudier ces transformations, car i 
se présente dans ce cas une circonstance remarquable, En effet, sur 
toute surface réglée passant par une courbe C, qui appartient a 
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un complexe linéaire, et Vadmettant comme ligne asymptotique, il 
existe, d'après un thèorème de Sophus Lie et de M. Picard, une 
deuxiéme ligne asymptotique C’ appartenant au même complexe. — 

Il s’agit done d’étudier des surfaces réglées admettant des lignes 
eee ives de la classe (2). 


ie rte tout d’abord le cas général, où la surface réglée n’a 
pas de plan directeur. On peut représenter alors la surface, rapportée 
à ses \hyhes asymptotiques, par les formules de M. Goursat 

2 (Us — UUy) __fon-uure 
| i+?” 
et: des. éxpressions na pour y et = . (Voir pour ces ; formules 


mon Mémoire des Annales de 1911.) On a pour le rayon de torsion 
d'une ligne asymptotique = const. 


T= 6} + 0 + 6, 


ou 0,, 0,, 0, sont des paramètres directeurs de a NUE à la 

surface ayant pour valeurs | 
2U; .. 

u+¢ 


ie : (i=1, 2, 8). 


° 


Si la direction fixe, avec laquelle la binormale de la SAR fait 
P angle 0, a pour. paramètres € directeurs J, m, n, I’ HD (2) devient 


16, + mê+ n0,= const., 
ou bien, en posant U =/U, TR +nU,,. 


2 Uk 
Us V 


i = const. 


‘le long de la eae asymptotique ¢ = const. appartenant à la classe eye 
En dérivant par Pur à u la dernière équation ona 1h abord 


LR ye 


ensuite delà © | | ‘ 
A the Ve PTS ARE ! AU 

ind: [Tes ou DE Lire Seip eee = =), 
PP AEN: Sys st ie Se QUE BP (Cie ee) 


et alors (12) donne 


% donc 
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d’où U” = 0, ou Le ; Seger 
: U=au+obu+c | Ss - 


(13) avt— aby + 00, BR ; | 


c’est-à-dire la ie considérée ne peut avoir une ligne axymplotique : = 


de la classe (2) sans en avoir deux. Bind he 


à PPC 


6. On peut retrouver ici un thearsme de M. Voss, à a savoir, que! les 
flecnodales de la surface coupent harmoniquement chaque segment de 
toute génératrice, compris entre les deux eee sa ik rel be de las, 
classe (2). 

En effet, si l’on suppose, comme nous Pavoss fait. FN. notre 
Mémoire de 1911, que U,, U,, U, sont des intégrales del’ equatzon: 


(14) wey Pe U" =pU'+qU'+ru, 


alors ie lignes flecnodales de la surface sont données par 


(15) aie rut ot aga +0) + ap =o. 


. 


Or, par hypothèse, l équation (14) admet la solution C= = a+ abu + Ce 


ë 


LES, “apa aq(au + b)-+ r(aut+ + sbu+e) =o, ay 


qui exprime précisément que les” racines des équations (13) et (15) x 
_forment une division Sus 


QE Supposons qu'il y ait sur la he réglée une autre courbe de a 
la classe (2). Dans ce cas la surface appartient à une congruence 
linéaire et par conséquent elle a deux directrices rectilignes. Les lignes 


asymptotiques appartiennent toutes à la classe (2), par couples 


jouissant de la propriété de faire partie du même complexe linéaire | 
variant d’un couple à l’autre et coupant harmoniquement le Rent 


de chaque Re compris entre les deux directrices. 


8. Considérons maintenant les Erie réglées à plan des 


Soient Ay, Qy, a, les paramètres directeurs de la normale à à ce plan. On PE 


/ ; aS Le A J 
ies RON La 
Eich fe int té 


de AUS 
dir 11 
Léo: : 


1 


4 
+ 
de 


2 eee 


LA - 


dr 


+ 
Fe 
de à =" 


FES 
a me + 
ad, 


15 
> ide 


44 


ra 
> 


SD et 5 
Lod 
a 588 É 
pees 
a ae 


AQU a 


* 
Le 
Éd 


pe GE 
FT 


ets 


Fr 


Sir 
apt 


‘ 
ot ted So 
A day 7 


Soy le S 
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doit avoir 
Ox: 0 03 
(16) He + Go. 22 
PRT Fee Te See 


Si u = const. sont les génératrices rectilignes de la surface. Or, 
? « . . 
d’après les formules bien connues de M. Lelieuvre, on a 


2 | (Or 59% gdh, de _ dh 5 ob, 
Dr ou dore de TEE 3 de” 


où Eh p., 0, sont des intégrales d'une équation de Laplace de la 


forme 
020 
du dP A 
L’équation (16) devient | 
: | i VERS 
ay ye 0, 
d’où 
00; ae: 
eae (arr ant 


“Eo dérivant par eae auet en shmane a;, on trouve 


h0,= A — 


09, | OA, , 1 OB 06, aa 
du ou Bdu\ oe ay 

qui dt. être identique, autrement la surface serait Bere PPpEne- On 
a Bone | 


comme B ne peut être nul, parce qu ‘alors la surface se réduirait à 
_ une courbe, on peut prendre B=1, par un changement de la 
variable ¢. On a donc 
= ab ha Pes fy ana At) Gye a 2e 
ét - | | 
Beales geo} A el AUS 


ce sont les formules qui remplacent les formules de M. Goursat. 


_ Supposons maintenant que sur une telle surface nous ayons une 
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ae 
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courbe de la classe (2), la direction Oz étant remplacée parcelle de 
paramètre /, m, n. On aura 


16, + m6,-+ n§;—=const., 


ou bien en posant /U, + mU, + nU,= U et da, + ma,+na,=a, 


U + av = const. 


pour la ligne asymptotique » = const. de la classe (2). Ceci demande 
que l’on ait V— const. et alors la relation précédente est vérifiée 
pour toutes les lignes asymptotiques de la surface. Donc sur une 
surface réglée à plan directeur il ne peut y avoir une ligne asymptotique 
de la classe (2) sans que toutes appartiennent à cette classe. ; 


9. Cependant il y a deux cas essentiels 4 considérer, selon 


quea =ooua+o. 
Prenons d’abord le premier cas 


a= la; + ma; + na;=0, 
où l’axe du complexe linéaire auquel appartient la courbe est parallèle 
au plan directeur. On on a alors 
T cos?0 = const. 
avec la même constante pour toutes les lignes asymptotiques. Toutes 
les lignes asymptotiques de la surface appartiennent au même 
complexe linéaire. 2 


Pour étudier de plus prés la surface et simplifier les calculs je 
suppose que l’axe du complexe linéaire est parallèle à Oz, donc 


=: rio. nfo, 23229, Us consis 1. 


On a alors 
«a= U,—a,p, Y=—U,-+ a4", 


5 = (a Ui— @Us)e — f (U,U,—U,U,) du. 


Il est facile de calculer les coefficients « et 6 de l'équation 


Re. 90 72 00 
Re ANT on 
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_ vérifiée par +, y, z. On trouve que B ne dépend que ne la variable wu. 


Comme les lignes flecnodales sont données par les deux valeurs de v 
qui annulent $, il résulte que ces valeurs sont infinies et par 
conséquent que les deux lignes flecnodales de la surface sont confon- 
dues avec la droite de I du plan directeur. 

La réciproque est vraie. Un calcul que j’omets prouve que toute 
surface réglée à plan directeur, dont les deux lignes flecnodales sont 
rejetées à l'infini, a toutes ses lignes asymptotiques de la classe (2), 
appartenant au méme complexe linéaire. 

D’après un théorème connu d’Enneper on a le long de cette surface — 


(17) ai = K cos'@ = const., 


K étant la courbure totale en un point M et 0 l’angle de la normale 


en M avec l’axe du complexe linéaire. Si la direction de cet axeest Oz, 


les surfaces précédentes sont par conséquent les surfaces réglées 
intégrales de l’équation aux dérivées partielles du second ordre 


rt —s?=const. 


dont les surfaces jouissent de la propriété (17) et qui ont été déter- 
minées par Darsoux (Théorie des surfaces, 3° Partie, p. 273). 

On voit, par ce qui précède, l’analogie de propriétés entre les 
surfaces réglées de la classe (17) et celles de la classe analogue 


(18) Ph ,; Kd*‘= const. 
que j’ai étudiée antérieurement. 
10. Il reste à étudier le cas où 
DE es + Mat Naz 0. 


Prenons, comme dans le cas précédent, J=m=o, n=1, la 


relation 


He TT ts const. 
deviendra 
à 0, = U,+ a, — const., 


Ce qui exige que l’on ait U,= const., que l'on peut réduire, par un 
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changement de la variable ¢, aU, =o. On peut prendre ays 1 OLA 


donc — 
| 6; += const. 


et l’on constate que la constante varie avec l’asymptote considérée. 
La _ est actuellement définie par les formules 


Re à de f UU, UD) du: 


elle a un plan directeur 
Et aie 


et une directrice l’axe Oz, € iat donc un conoide. Il a une squation 
cartésienne de la forme | 


3 + GT + ary clea 


On a donc le résultat suivant : Toute ligne Ie ts ls d'un conoide 
appartient a la classe (2). 


IL. 


11. Il nous reste à donner quelques propriétés nouvelles des = 
- courbes de la classe (1 1). Il y a deux points du Mémoire de 1911 que 
je voudrais compléter ici. 

Considérons tout d’abord les surfaces réglées qui admettent seule- 
ment deux lignes asymptotiques de la classe (1). J'ai démontré, dans 
le Mémoire cité, que l’une des lignes flecnodales de la surface est rejetée 
a Pinfi int, l'autre partage le segment de chaque génératrice rectiligne, 
compris entre les deux lignes asymptotiques de la classe (1), dans un 
rapport constant. On peut montrer que cette deuxième ligne flecnodale 
est la courbe de contact de la sur face avec le cône qui lui est circonscrit et 
qui a pour sommet l'origine. On a en effet, avec les notations du 
Mémoire cité, 

286 


0, æ + 0,y + 6.5. = 5, a ie 


: qui prouve la proposition. Ces propriétés font voir que toute transfor- 


LE Pa 
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mation par polaires réciproques, par rapport à une quadrique ayant 
l'origine pour centre, transforme une surface réglée de la classe 
précédente en une surface de la même classe. 


12. Je passe au second point qui doit être complété. Dans le 
Mémoire de 1911 je n’ai considéré que les surfaces réglées générales. 
Je veux démontrer que sur une surface réglée à plan directeur il ne 
peut y avoir plus d’une ligne asymptotique de la classe (1). En effet, 
considérons une telle Price définie au n° 8 et écrivons que l’on a le 
long d’une ligne asymptotique de la classe (1) 

Oa + By + 0,3 = const. 
ou, en posant | 


fi(u)=— [EU WU) du lw) Awe 
et 
Sea = UFC 2), S=2a;fi(u), 
ona . 
So+Se=const., 
d’où 


S,+ S'p —o. 


Cette relation ne peut être vérifiée pour plus d’une valeur constante 
ES si S, = S =o. On a dans ce cas 
ai fi(u) + as fx(u) + a; f3(u) = const., 


donc | 
AZ + AY + a3, 2 =—const., 


et la surface serait plane. 


13. L'étude que nous avons faite en 19rr des courbes de la 
classe (1) et celle que nous venons de faire des courbes de la 
classe (2) conduisent aux conclusions suivantes. 

Toute transformation asymptotique d’une de ces courbes donne à 
la surface réglée correspondante des propriétés géométriques qui la 
caractérisent. Ces propriétés concernent spécialement les lignes 


_flecnodales de la surface. Ce fait a une explication géométrique en 
_ quelque sorte qualitative. Il est naturel qu’une propriété différentielle 
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du troisième ordre d'au moins deux lignes asymptotiques de la 
surface ait comme conséquence une propriété différentielle de la 
surface touchant quatre génératrices infiniment voisines, c’est-à-dire 
une propriété des lignes flecnodales de la surface. Cependant il s’agis- 
sait de trouver ces propriétés sous la forme géométrique la plus 
simple, et c'était là toute la difficulté du problème. 
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